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p = e

dz

z+1!
C1 + ("1) # e

"
dz

z+1!
dz!

$

%&
'

()
= (z +1) C1 "

dz

z +1!$
%&

'
()
= (z +1) C1 " log(z +1)( ) 

  i.e.,
dz

dt
= (z +1) C1 ! log(z +1)( )"

dz

(z +1) C1 ! log(z +1)( )# = t + C2  

           !" log log(z +1) " C1( ) = logC2x  

ここで， 任意定数の解釈から，上の式を log(z +1) ! C1 =
C2

x
と解釈する． 

  z +1 = e
C
1
+
C
2

x

!
"#

$
%& '

y

x
= e

C
1
+
C
2

x

!
"#

$
%& (1' y = x C

1
e

C
2

x (1
!

"#
$

%&
 (一般解) 

をうる． p = 0のとき， z = C,i.e., y = Cxでこれは一般解に含まれる． 

  

§  2 階線形微分方程式 

まず，微分方程式:  !!y = f ( y)について考えよう．このタイプの方程式はニュー

トンの運動方程式から現れる．質量 mの質点の運動は 

               m !" = f ( y)    (
  
! =

d 2 y

dt2
:加速度 ) 

なる微分方程式で記述される．これを質点の運動方程式とかニュートンの運動

方程式と呼ばれている．さて， 

                  微分方程式：  !!y = f ( y)  

において，
 

dy

dx
= pとおくと，

  

d 2 y

dx2
=

dp

dy

dy

dx
= p

dp

dy
であるから，  !!y = f ( y)は 

                  

  

p
dp

dy
= f ( y) !

d

dy

1

2
p2

"
#$

%
&'
= f ( y)  

とかける．したがって， 

           
  

1

2
p2

= f ( y)dy ! p = ± 2 f ( y)dy""  

特に， 

                       !!y = m y  

とする. 

(i)    m > 0のとき， 

      
  
!y = ± my

2
+ C

1
" !y = ± m y

2
+

C
1

m
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であるから， 

  

C
1

m
= ! , m = kよおくと，

  

1

y2
+!

dy

dx
= ±k " log y + y2

+! = ±kx + C
2
． 

           ∴
  
y + y2

+! = " # e±kx " = ±e
C

2( ) --------------① 

①の両辺の逆数を計算すると， 

                    
   
y ! y2

+" = "#!1e!kx ---------------------------------② 

をうる．ただし，①,②で複合号順である．①+②より， 

         一般解：
  
y = c

1
ekx

+ c
2
e!kx  （

  
c

1
,c

2
は任意の定数） 

をうる． 

(ii)   m < 0のとき，

  

!y = ± "m
C

1

("m)
" y

2
#

$%
&

'(
= ± "m

C
1

("m)

#

$%
&

'(
" y

2 であるから， 

  

k = !m," 2
=

C
1

(!m)
とおくと， 

  

1

! 2 " y2

dy

dx
= ±k #

dy

! 2 " y2
$ = ±kx + C

2
# arcsin

y

!
%
&'

(
)*
= ±kx + C

2
 

 
  
!

y

"
= sin(±kx + C

2
) # y = (±" cosC

2
)sin kx + (" sinC

2
)cos kx  

∴一般解：
  
y = c

1
sin !m x( ) + c

2
cos !m x( ) ( c

1
,c

2
は任意定数）をうる． 

例   次の微分方程式を解け． 
     (i)  

  !!y " 4y = 0        (ii)   
  !!y + 5y = 0  

[階](i)  
  
y = c

1
e

2x
+ c

2
e
!2x  (ii)  

  
y = c

1
sin 5x + c

2
cos 5x  

 さて一般の線形微分方程式を扱う前に若干の準備をする． 
  n個の函数

   
f
1
(x), f

2
(x),!, f

n
(x)について， 

          
   
c

1
f
1
(x) + c

2
f

2
(x) +!+ c

n
f

n
(x)    ( 

   
c

1
,c

2
,!,c

n
は定数 ) 

を
   
f
1
(x), f

2
(x),!, f

n
(x)の 1 次結合という．また，

   
f
1
(x), f

2
(x),!, f

n
(x)が 1 次独立

であるとは， 
           

   
c

1
f
1
(x) + c

2
f

2
(x) +!+ c

n
f

n
(x) ! 0  
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が成立するのは
   
c

1
= c

2
=! = c

n
= 0のときに限る場合をいう．1 次独立でないと

き，1 次従属であるという． 
たとえば，  1,sin x,cos xは 1次独立である．それは次のようにして示される． 

  
c

1
!1+ c

2
sin x + c

3
cos x " 0として，順次 2 回微分して，

  
c

1
,c

2
,c

3
を未知数とする次

の連立 1次方程式をうる． 

          

  

c
1
!1+ c

2
sin x + c

3
cos x " 0

c
1
!0 + c

2
cos x # c

3
sin x " 0

c
1
!0 # c

2
sin ax # c

3
cos x " 0

$

%
&

'
&

 

そこで，係数行列式

  

=

1 sin x cos x

0 cos x ! sin x

0 ! sin x !cos x

= !1であるから，この連立 1 次方程式

は自明な解のみをもつ．これは  1,sin x,cos xが 1次独立であることを意味する． 
また，

  
f
1
(x) = 2x2

+ 5x ! 23, f
2
(x) = x2

+ 6x !1, f
3
(x) = x + 3は 1 次従属である．実

際
  
1! f

1
(x) + ("2) f

2
(x) + 7 f

3
(x) # 0である． 

 次に，一般に
   
f
1
(x), f

2
(x),!, f

n
(x)の 1次独立，1次従属の判定について考えて

みよう． 
       

   
c

1
f
1
(x) + c

2
f

2
(x) +!+ c

n
f

n
(x) ! 0  

を順次  n !1回微分して，
   
c

1
,c

2
,!,c

n
を未知数とする斉次方程式が得られる．   

         

   

c
1
f
1
(x) + c

2
f

2
(x) +!+ c

n
f

n
(x) ! 0

c
1
"f

1
(x) + c

2
f

2
" (x) +!+ c

n
f

n
" (x) ! 0

   "

c
1
f
1

(n-1) (x) + c
2

f
2

(n#1) (x) +!+ c
n

f
n

(n#1) (x) ! 0

$

%

&
&

'

&
&

-------------------★ 

この連立 1次方程式の係数行列式を
   
W f

1
(x), f

2
(x),!, f

n
(x)( )とする．すなわち， 

  

   

W f
1
(x), f

2
(x),!, f

n
(x)( ) =

f
1
(x) f

2
(x) ! f

n
(x)

!f
1
(x) f

2
! (x) ! f

n
! (x)

" " " "

f (n"1)

1
(x) f (n"1)

2
(x) ! f (n"1)

n
(x)

 

そして，これをを
   
f
1
(x), f

2
(x),!, f

n
(x)のロンスキーの行列式(Wronskian)とい
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う．たとえば， 

  

   

W (e
!

1
x

,e
!

2
x

,!,e
!

n
x

) =

e
!

1
x

e
!

2
x

! e
!

n
x

!
1
e
!

1
x

!
2
e
!

2
x

! !
n
e
!

n
x

" " " "

!
1

n"1
e
!

1
x

!
2

n"1
e
!

2
x

! !
n

n"1
e
!

n
x

 

                  

   

= e

x !
k

k=1

n

"
#

$
%
%

&

'
(
(

1 1 ! 1

!
1

!
2
! !

n

" " " "

!
1

n)1 !
2

n)1
! !

n

n)1

= e

x !
k

k=1

n

"
#

$
%
%

&

'
(
(
*(!

1
,!

2
,!,!

n
)  

ここにあらわれた行列式は Vandermonde の行列式と呼ばれている． 

さて，
   
W f

1
(x), f

2
(x),!, f

n
(x)( ) ! 0のとき，斉次方程式★は自明な解のみをもつか

ら
   
f
1
(x), f

2
(x),!, f

n
(x)は 1次独立である．上にあげた例で，

   
!

1
,!

2
,!,!

n
が相異な

る値のときには，
   e
!

1
x

,e
!

2
x

,!,e
!

n
x

が 1次独立である． 
例 次のことを示せ． 
(i)     e

! x
,xe

! xは 1次独立である． 
(ii)   e

x
cos x, e

x
sin xは 1次独立である． 

(iii)  
   1,x,x

2
,!,x

nは 1次独立である． 
[解] 

(i)    
  

W (e! x ,xe
! x ) =

e
! x

xe
! x

!e
! x

e
! x

+!xe
! x

= e
2! x

1 x

! 1+!x
= e

2! x
" 0  

(ii)    
  

W (ex cos x,ex sin x) =
e

x cos x e
x sin x

e
x (cos x ! sin x) e

x (cos x + sin x)
= e

2x
" 0  

(iii)    

   

W (1,x,x
2 ,!,xn ) =

1 x x
2
! x

n

0 1 2x ! nx
n!1

0 0 2 ! n(n !1)x
n!2

" " " # "

0 0 0 ! n!

= k!
k=1

n

" # 0  

   
W f

1
(x), f

2
(x),!, f

n
(x)( ) ! 0ならば，

   
f
1
(x), f

2
(x),!, f

n
(x)が 1 次独立であることは

上述した通りであるが逆は必ずしも成立しない．その例をあげておこう． 
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たとえば，函数
  
f
1
(x), f

2
(x)を次のように定義する． 

       
  

f
1
(x) =

x3 ( x < 0)

0     ( x ! 0)

"
#
$

%$
  ,  f

2
(x) =

0 ( x < 0)

x2      ( x ! 0)

"
#
$

%$
 

  
c f

1
(x) = f

2
(x)または

  
f
1
(x) = !c f

2
(x)であるような定数  c, !c を選ぶことができない

から，
  
f
1
(x), f

2
(x)は 1次独立である 

  

W ( f
1
(x), f

2
(x)) =

x3 0

3x2 0
      ( x < 0 )

0 x2

0 2x
       ( x ! 0 )

"

#

$
$

%

$
$

  であるから，
  
W ( f

1
(x), f

2
(x)) ! 0  

以上のことから，
   
W f

1
(x), f

2
(x),!, f

n
(x)( ) ! 0は

   
f
1
(x), f

2
(x),!, f

n
(x)が 1 次独立で

あるための十分条件であることがわかる． 
定理  斉次の n階線形微分方程式： 
        

   
y

(n)
+ p

n!1
(x)y

(n!1)
+ p

n!2
(x)y

(n!2)
+!+ p

0
(x)y = 0 -----------------※ 

 の n個の解の組：
   
f
1
(x), f

2
(x),!, f

n
(x)について， 

  
   

d

dx
W ( f

1
(x), f

2
(x),!, f

n
(x)) + p

n!1
(x)W ( f

1
(x), f

2
(x),!, f

n
(x)) = 0  

が成立する．そして， 

        
   
W ( f

1
(x), f

2
(x),!, f

n
(x)) = C !exp " p

n"1
(x)dx#( )  

[証明] 行列式の導函数の公式により， 

   

d

dx
W f

1
(x), f

2
(x),!, f

n
(x)( ) =

f
1
! (x) f

2
! (x) ! f

n
! (x)

!f
1
(x) f

2
! (x) ! f

n
! (x)

" " " "

f (n"1)

1
(x) f (n"1)

2
(x) ! f (n"1)

n
(x)

   

+

f
1
(x) f

2
(x) ! f

n
(x)

!!f
1
(x) f

2
!! (x) ! f

n
!! (x)

" " " "

f (n"1)

1
(x) f (n"1)

2
(x) ! f (n"1)

n
(x)

+!+

f
1
(x) f

2
(x) ! f

n
(x)

!f
1
(x) f

2
! (x) ! f

n
! (x)

" " " "

f (n"1)

1
(x) f (n"1)

2
(x) ! f (n"1)

n
(x)

f (n"1)

1
(x) f (n"1)

2
(x) ! f (n"1)

n
(x)

 



 58 

   

+

f
1
(x) f

2
(x) ! f

n
(x)

!f
1
(x) f

2
! (x) ! f

n
! (x)

" " " "

f (n"2)

1
(x) f (n"2)

2
(x) ! f (n"2)

n
(x)

f (n)

1
(x) f (n)

2
(x) ! f (n)

n
(x)

=

f
1
(x) f

2
(x) ! f

n
(x)

!f
1
(x) f

2
! (x) ! f

n
! (x)

" " " "

f (n"2)

1
(x) f (n"2)

2
(x) ! f (n"2)

n
(x)

f (n)

1
(x) f (n)

2
(x) ! f (n)

n
(x)

 

  

   

=

f
1
(x) f

2
(x) ! f

n
(x)

!f
1
(x) f

2
! (x) ! f

n
! (x)

" " " "

f (n"2)

1
(x) f (n"2)

2
(x) ! f (n"2)

n
(x)

" p
k

k=0

n"1

# (x) f
1

(k ) (x) " p
k

k=0

n"1

# (x) f
2

(k ) (x) ! " p
k

k=0

n"1

# (x) f
n

(k ) (x)

 

   

= ! p
n!1

(x)W f
1
(x), f

2
(x),!, f

n
(x)( ) ! p

k
(x)

f
1
(x) f

2
(x) ! f

n
(x)

"f
1
(x) f

2
" (x) ! f

n
" (x)

" " " "

f (n!2)

1
(x) f (n!2)

2
(x) ! f (n!2)

n
(x)

f
1

(k ) (x) f
2

(k ) (x) ! f
n

(k ) (x)

k=0

n!2

#  

   
= ! p

n!1
(x)W f

1
(x), f

2
(x),!, f

n
(x)( )  

             

   

W ( f
1
(x), f

2
(x),!, f

n
(x))( )!

W ( f
1
(x), f

2
(x),!, f

n
(x))

= " p
n"1

(x)  

から明らかである． 

注意：今のことから，
   
W ( f

1
(x), f

2
(x),!, f

n
(x)) ! 0か

   
W ( f

1
(x), f

2
(x),!, f

n
(x)) ! 0のど

ちらかのみが成立することがわかる．そしてこの場合，
   
f
1
(x), f

2
(x),!, f

n
(x)が 1

次独立であるための必要十分条件は
   
W f

1
(x), f

2
(x),!, f

n
(x)( ) ! 0であることがわ

かる． 
注意：2つの函数

  
f
1
(x), f

2
(x)について， 

    
  

d

dx

f
1
(x)

f
2
(x)

!

"#
$

%&
=

f
1
' (x) f

2
(x) ( f

1
(x) 'f

2
(x)

f
2
(x){ }

2
=

1

f
2
(x){ }

2
W ( f

1
(x), f

2
(x))  
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であるから，
  
f
1
(x), f

2
(x)が 1次従属であることは，比

  

f
1
(x)

f
2
(x)
が定数になることで

あることがわかる． 

※の n個の 1次独立な解の組
   

f
1
(x), f

2
(x),!, f

n
(x){ }が定まって，※の任意の解は 

    
   
y = c

1
f
1
(x) + c

2
f

2
(x) +!+ c

n
f

n
(x)   

   
( c

1
,c

2
,!,c

n
は任意定数 )  

の形で表すことができることが知られている．
   

f
1
(x), f

2
(x),!, f

n
(x){ }を※の基本

解の系と呼ばれている．また，非斉次方程式： 

   
y

(n)
+ p

n!1
(x)y

(n!1)
+ p

n!2
(x)y

(n!2)
+!+ p

0
(x)y = q(x) -----------------※※ 

の 1つの特殊解を  !(x)とすると，※※の一般解は 
          

   
y = c

1
f
1
(x) + c

2
f

2
(x) +!+ c

n
f

n
(x) +!(x)  

の形に表すことができる．さて，※※の特殊解をどのようにして求めるかを考えてみ
よう． 

  話を分かりやすくするために 2階線形微分方程式； 

          

   

!!y + p
1
(x) !y + p

0
(x)y = 0       !!!!!(i)

!!y + p
1
(x) !y + p

0
(x)y = q(x) !!!!!(ii)

"
#
$

%$
 

 を考察する． (i)の基本解の系を  
f
1
(x), f

2
(x){ }とすると， (i)の一般解は 

                
  
y = c

1
f
1
(x) + c

2
f

2
(x)  

とかける．ここで，
  
c

1
= u

1
(x), c

2
= u

2
(x)を適当に定めて， 

               
  
y = u

1
(x) f

1
(x) + u

2
(x) f

2
(x)  

が (ii)の特殊解になるようにする． 

      
  
!y = u

1
! (x) f

1
(x) + u

2
! (x) f

2
(x)( ) + u

1
(x) !f

1
(x) + u

2
(x) !f

2
(x)  

であるが，更に，条件を設けることにする． 

        
   
u

1
! (x) f

1
(x) + u

2
! (x) f

2
(x) =0      !!!!!(iii)  

   
  
! ""y = u

1
" (x) "f

1
(x) + u

2
" (x) "f

2
(x) + u

1
(x) ""f

1
(x) + u

2
(x) "f

2
"" (x)  
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これを (ii)に代入すると， 

  
u

1
! (x) !f

1
(x) + u

2
! (x) !f

2
(x) + u

1
(x) !!f

1
(x) + u

2
(x) !f

2
!! (x){ }  

  
+ p

1
(x) u

1
(x) !f

1
(x) + u

2
(x) !f

2
(x){ } + p

0
(x) u

1
(x) f

1
(x) + u

2
(x) f

2
(x){ } = q(x)  

  
u

1
(x) !!f

1
(x) + p

1
(x) !f

1
(x) + p

0
(x) f

1
(x){ } + u

2
(x) !!f

2
(x) + p

1
(x) !f

2
(x) + p

0
(x) f

2
(x){ }  

            
  
+u

1
! (x) !f

1
(x) + u

2
! (x) !f

2
(x) = q(x)  

  
f
1
(x), f

2
(x)が (i)の解であるから，この式は 

     
   
u

1
! (x) !f

1
(x) + u

2
! (x) !f

2
(x) = q(x) !!!!!(iv)  

となる． (iii),(iv)からクラーメルの公式を使って， 

     

  

u
1
! (x) =

" f
2
(x)q(x)

W ( f
1
(x), f

2
(x))

, u
2
! (x) =

f
1
(x)q(x)

W ( f
1
(x), f

2
(x))
 

をうる． 

  

  

!u
1
(x) = "

f
2
(x)q(x)

W ( f
1
(x), f

2
(x))# dx, u

2
(x) =

f
1
(x)q(x)

W ( f
1
(x), f

2
(x))# dx  

したがって， (ii)の一般解は 

 

  

y = c
1
f
1
(x) + c

2
f

2
(x) + !

f
2
(x)q(x)

W ( f
1
(x), f

2
(x))" dx

#

$%
&

'(
f
1
(x) +

f
1
(x)q(x)

W ( f
1
(x), f

2
(x))" dx

#

$%
&

'(
f

2
(x)   

と表される．このような特殊解の求め方をラグランジュの定数変化法という． 

例    !!y + m
2
y = Asin ax ( m > 0,a > 0)を解け． 

[解] 
  !!y + m

2
y = 0の基本解の系は  sin mx,cos mxであることすでに示した． 

 そして，  W (sin mx,cos mx) = !mであるから，一般解は 

              
  
y = c

1
sin mx + c

2
cos mx +!(x)  

ここで，

  

!(x) = A
cos mx sin ax

m
" dx

#
$%

&
'(

sin mx + )A
sin mx sin ax

m
" dx

#
$%

&
'(

cos mx  

である． 

        
  
cos mx sin ax =

1

2
sin(m + a)x ! sin(m ! a)x{ }  

        
  
sin mx sin ax = !

1

2
cos(m + a)x ! cos(m ! a)x{ }  
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であることに注意しておく． 

 m ! aのとき， 

     

  

cos mx sin axdx! =
1

2

"cos(m + a)

m + a
+

cos(m " a)

m " a

#
$
%

&
'
(
 

     

  

sin mx sin axdx =! "
1

2

sin(m + a)

m + a
"

sin(m " a)

m " a

#
$
%

&
'
(
 

であるから，  !(x) =  

 

  

A

2m

!cos(m + a)x

m + a
+

cos(m ! a)x

m ! a

"
#
$

%
&
'

sin mx +
sin(m + a)x

m + a
!

sin(m ! a)x

m ! a

"
#
$

%
&
'

cos mx
(

)
*

+

,
-  

  

=
A

2m

sin(m + a)xcos mx ! cos(m + a)sin mx

m + a
+

sin mxcos(m ! a)x ! cos mx sin(m ! a)x

m ! a

"
#
$

%
&
'

  

=
A

2m

sin ax

m + a
+

sin ax

m ! a

"
#$

%
&'
=

Asin ax

m
2 ! a

2
 

     ∴一般解：
  
y = c

1
sin mx + c

2
cos mx +

Asin ax

m
2
! a

2
をうる． 

 m = aのとき， 

  

cos mx sin axdx =!
1

2
! sin2mdx = "

1

4m
cos2mx  

  

sin mx sin axdx =! sin
2

mxdx! =
1" cos2mx

2
! dx =

x

2
"

1

4m
sin2mx  

であるから， 

 

  

!(x) =
A

m
"

1

4m
cos2mx

#
$%

&
'(

sin mx "
A

m

x

2
"

1

4m
sin2mx

#
$%

&
'(

cos mx = "
A

2m
xcos mx  

      ∴一般解：
  
y = c

1
sin mx + c

2
cos mx !

A

2m
xcos mxをうる． 

 次に斉次方程式 (i)の１つの解  !(x)を既知として，それを基に非斉次方程式 (ii)の一

般解をもとめよう．任意定数 cについて，  c!(x)も (i)の解である．そこで， cとして xの

函数  c = u(x)をうまくとって，  u(x)!(x)が (ii)の解になるように決めたい．すなわち， 

       
  
{u(x)!(x) ""} + p

1
(x){u(x)!(x) "} + p

0
(x)u(x)!(x) = q(x)  

が成立するようにしたい． 

  
!!" (x) + p

1
(x) !" (x) + p

0
(x)"(x){ }u(x) +"(x) !!u + 2 !" (x) + p

1
(x)"(x){ } !u (x) = q(x)  
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!"(x) ##u + 2 #" (x) + p

1
(x)"(x){ } #u (x) = q(x)  

  !u (x) = "(x)おくと， 

      
  

!" (x) +
2 !# (x) + p

1
(x)#(x)

#(x)
"(x) =

q(x)

#(x)
 

となる．これは 1階線形であるから， 

  

!(x) = exp "
2 #$ (x) + p

1
(x)$(x)

$(x)
dx%

&

'(
)

*+
C

1
+ q(x)exp

2 #$ (x) + p
1
(x)$(x)

$(x)
dx%

&

'(
)

*+
dx%

&

'
(

)

*
+  

  
  
!u(x) = "(x)dx# + C

2
で，一般解は  y = u(x)!(x)  （ 

  
C

1
,
  
C

2
は任意の定数 ） 

と表される． 

例  次の微分方程式をとけ． 

    (i)     
  x

2
!!y " x !y + y = x

2     (ii)  
  x

2
!!y " 5x !y + 8y = x

3  

[解] 
  
!!y "

1

x
!y +

1

x
2

y = 1をとく．そして，  !(x) = xは明らかに
  
!!y "

1

x
!y +

1

x
2

y = 0の解

である．そして， 

  

2 !" (x) + p
1
(x)"(x)

"(x)
=

1

x
2 + #

1

x

$
%&

'
()
* x

$

%&
'

()
=

1

x
,

q(x)

"(x)
=

1

x
であるから，

  

!" +
1

x
" =

1

x
を解け

ばよい． 

    

  

!"(x) = exp #
dx

x
$

%
&'

(
)*

C
1
+

1

x
exp

dx

x
$

%
&'

(
)*

dx$
%

&'
(

)*
=

C
1

x
+1，  

         

  

u(x) = !(x)dx ="
C

1

x
+1

#

$%
&

'(" dx = C
1
log x + x + C

2
 

    ∴一般解：
  
y = C

1
x log x + x

2
+ C

2
x  （ 

  
C

1
,
  
C

2
は任意の定数 ） 

(ii)   !(x) = x
nが

  x
2
!!y " 5x !y + 8y = 0の解であるように nをきめよう．  !(x) = x

nこの方程

式に代入してみると，
  

n(n !1) ! 5n + 8{ }x
n
" 0．∴  n = 2,4である． 

与式
  
!!y "

5

x
!y +

8

x
2

y = xとかいておいて，  !(x) = x
2が

  
!!y "

5

x
!y +

8

x
2

y = 0の特殊解と

なる． 
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2 !" (x) + p
1
(x)"(x)

"(x)
=

1

x
2

4x + #
5

x

$
%&

'
()
* x

2
$

%&
'

()
=
#1

x
,

q(x)

"(x)
=

1

x
 

であるから， 

  

  

!" #
1

x
" =

1

x
$ " = e

dx

x
%

C
1
+

1

x
e
#

dx

x
%

dx%
&

'(
)

*+
= x C

1
#

1

x

&
'(

)
*+
= #1+ C

1
x  

  

!u = "1+ C
1
x( )# dx = "x +

C
1

2
x

2
+ C

2
で，

  
y = u(x)x

2
= !x

3
+ C

1
x

4
+ C

2
x

2が一般解． 

注意：上の計算で
  
!

1
= x

2
,!

2
= x

4が
  
!!y "

5

x
!y +

8

x
2

y = 0の解で，実は
 
!

1
,!

2
は明らか

に 1 次独立である．  ! (x) = ax
3として与式に代入すると，  a = !1のとき，(ii)の解（特殊

解）になっている．∴(ii)の一般解は
  
y = c

1
!

1
+ c

2
!

2
+" = c

1
x

2
+ c

2
x

4
# x

3の形で表され

ることはすでに学んでいる． 

例    p(x) !!y " x !y + y = 0は  !(x) = xを特殊解としてもつことを示せ．このことを用い  

   て  x
2
!!y " (x + 2)x !y + (x + 2)y = x

4
e

xを解け． 

[解]    p(x) !!" # x !!" +" = p(x) $0 # x $1+ x = 0である．  !(x) = xは 

                   
  

x
2

x + 2
!!y " x !y + y = 0  

の特殊解である．そこで， 

               
  
!!y "

x + 2

x
!y +

x + 2

x
2

y = x
3
e

x  

を解けばよい． 

   

  

2 !" (x) + p
1
(x)"(x)

"(x)
=

1

x
2 #

x + 2

x
$ x

%
&'

(
)*
=
#x

x
= #1,

q(x)

"(x)
=

x
3
e

x

x
= x

2
e

x  

        
  

! "# $ # = x
2
e

x % # = e
x

C
1
+ x

2
dx&( ) = C

1
e

x
+

1

3
x

3  

         

  

!u = C
1
e

x
+

1

3
x

3
"
#$

%
&'

dx( = C
1
e

x
+

1

12
x

4
+ C

2
 

       一般解
  
y = u(x)!(x) = C

1
xe

x
+ C

2
x +

x
5

12
が得られる． 

例     微分方程式：
  
p

2
(x) !!y + p

1
(x) !y + p

0
(x)y = 0   

  において，
  
p

2
(x) + p

1
(x) + p

0
(x) = 0なら，   !(x) = e

xを特殊解としてもつことを示せ．

これを利用して，   (x +1) !!y " (x + 2) !y + y = 2(x +1)2
e

2xを解け． 
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[解] 
  
p

2
(x)(ex

!!) + p
1
(x)(ex

!) + p
0
(x)ex

= p
2
(x) + p

1
(x) + p

0
(x)( )ex

= 0 . 

  (x +1) !!y " (x + 2) !y + y = 0において，   {(x +1)}+{!(x + 2)}+1= 0であるから， 

この斉次方程式は  !(x) = e
xを特殊解にもつ．原方程式を 

           
  
!!y "

x + 2

x +1
!y +

1

x +1
y = 2(x +1)e2x  

と書き直す． 

    

  

2 !" (x) + p
1
(x)"(x)

"(x)
=

1

e
x

2e
x
+ #

x + 2

x +1

$
%&

'
()
* ex

$

%&
'

()
= 1#

1

x +1
 

            
  

q(x)

!(x)
=

2(x +1)e2x

e
x

= 2(x +1)ex  

であるから，

  

!" + 1#
1

x +1

$
%&

'
()
" = 2(x +1)exを解けばよい． 

  

!" = exp # 1#
1

x +1

$
%&

'
()

dx*
$

%&
'

()
C

1
+ 2(x +1)ex exp 1#

1

x +1

$
%&

'
()

dx*
$

%&
'

()
dx*

$

%
&

'

(
)  

     
  
! = (x +1)e" x

C
1
+ 2 e

2x
dx#( ) = C

1
(x +1)e" x

+ (x +1)ex  

  
  
!u(x) = C

1
(x +1)e" x

+ (x +1)ex( )# dx = C
1
(x + 2)e" x

+ xe
x
+ C

2
 

  ゆえに求める一般解は
  
y = u(x)!(x) = C

1
(x + 2) + C

2
e

x
+ xe

2xである． 

§   定数係数線形微分方程式 

 ここで若干の準備的な事柄として，複素指数関数の解説をする．本格的には複素函

数論を学ぶ必要があるが，ここでは天下り的にお話をすすめる． 

               f (!) = cos! + isin! ( i = "1 )  

とする． 

           !f (") = # sin" + icos" = i(cos" + isin") = i f (")  

        
  

!
"f (#)

f (#)
= i $ log f (#) = i# + c $ f (#) = Cei#  （ Cは任意定数） 

そこで，  f (0) = 1であるから，  C = 1をうる．すなわち，  ! f (") = ei"である． 

                     公式：   e
i!
= cos! + isin!  
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が得られた．これはオイラー（Euler）の公式と呼ばれている． 

           
  
e

i!
= cos

2
! + sin

2
! = 1, e

i!
= 1  

である． たとえば， 

  
e

!

2
i

= i, e

!

3
i

=
1+ 3 i

2
 

  
e

!

6
i

=
3 + i

2
,e

i!
= "1,e

3!

2
i

= "i  

である．複素数 zについて，
  
r = x

2
+ y

2 とし， 

 Oz

!"

と実数軸とのなす角を! とすると， 

                       z = re
i!  

と表示できる． !を複素数 zの偏角という．たとえば， 

             1+ i = 2e

!

4
i

,"1+ i = 2e

3!

4
i

,1" 3i = 2e

5!

3
i

 

のような表示をする． 次のような計算もできる． 

         
  
cos! + isin!( )

3

= e
i!( )

3

= e
i3!

= cos3! + isin3!  

  !(cos3
" # 3cos" sin2

") + i(3cos2
" sin" # sin3

") = cos3" + isin3"  

3 倍角の公式： cos3! = cos
3
! " 3cos! sin

2
! , sin3! = 3cos

2
! sin! " sin

3
!   

がえられる．同様に何倍角の公式でも作ることができる． 

また， 

   
e

ix
= 1+

1

1!
(ix) +

1

2!
(ix)2

+
1

3!
(ix)3

+
1

4!
(ix)4

+
1

6!
(ix)6

+
1

7!
(ix)7

+!  

   

   

= 1!
1

2!
x

2
+

1

4!
x

4 !
1

6!
x

6
+!

"
#$

%
&'
+ i

1

1!
x !

1

3!
x

3
+

1

5!
x

5 !!
"
#$

%
&'
  

より，  cos x,sin xの級数展開 

   
cos x = 1!

1

2!
x

2
+

1

4!
x

4
!

1

6!
x

6
+!, sin x =

1

1!
x !

1

3!
x

3
+

1

5!
x

5
!!  

    
   

cos x = 1!
1

2!
x

2
+

1

4!
x

4
!

1

6!
x

6
+!+

(!1)n

(2n)!
x

2n
+!,  
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sin x =
1

1!
x !

1

3!
x

3
+

1

5!
x

5
!!+

(!1)n

(2n +1)!
x

2n+1
+! 

も容易に得られる．複素数 ! = a + ibについて， 

              
  
e
! x( )" = !e

! x , e
! x

# dx =
1

!
e
! x (! $ 0)  

が成立する． 

例  不定積分
  

e
ax

! cosbxdx, e
ax

! sinbxdxを求めよ． 

[解]   
  

e
ax

! cosbxdx + i e
ax

! sin bxdx = e
ax

cosbx + isinbx( )dx!   

      
  
= e

ax
e

ibx

! dx = e
(a+ ib)x

! dx =
e

(a+ ib)x

a + ib
=

(a " ib)eax (cosbx + isinbx)

a
2
+ b

2
 

      
  
=

e
ax{(acosbx + bsinbx) + i(!bcosbx + asinbx)}

a
2
+ b

2
  

 
  
! e

ax

" cosbxdx =
e

ax (acosbx + bsinbx)

a
2
+ b

2
, e

ax

" sin bxdx =
e

ax (#bcosbx + asinbx)

a
2
+ b

2
 

 

線形微分方程式：
   
y

(n)
+ p

n!1
y

(n!1)
+ p

n!2
y

(n!2)
+!+ p

0
y = q(x)  

において，
   
p

n!1
, p

n!2
,!, p

0
が定数のときこの方程式を定数係数の線形微分方程式と

いう．ここでは定数係数を扱う．特に，斉次方程式 

     ☆ 
   
y

(n)
+ p

n!1
y

(n!1)
+ p

n!2
y

(n!2)
+!+ p

0
y = 0  

を考察する． 

             
   
!(") = " n

+ p
n#1
" n#1

+ p
n#2

" n#2
+!+ p

0
 

とする．この多項式を定数係数線形微分方程式☆の特性多項式という． 

いま，
 y = e

! xを☆に代入すると，その左辺は  !(" )e" xであることがわかる．したがって， 

で e
! xが☆の解であるためには !(" ) = 0であることがわかる．すなわち，代数方程式

 !(") = 0の解! について  e
! xは微分方程式☆の解であることがわかる． !(") = 0を☆

の特性方程式という．まず， 

              ※  
  
!!y + p

1
!y + p

0
y = 0  

 を考えよう．   特性多項式は 

                
  
!(") = "2

+ p
1
" + p

2
 

である． !(") = 0の解のあり方によって３つの場合がある． 
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(I)  
 
!(") = (" #$

1
)(" #$

2
)で，

 
!

1
,!

2
が相異なる実数の場合 

     e
!

1
x

,e
!

2
x

は※の解であり，
  
W (e

!
1
x

,e
!

2
x

) = !
2
"!

1
# 0であるから 1次独立である． 

すなわち，  {e
!

1
x

,e
!

2
x

}が基本解の系で※の一般解は 

             
  
y = c

1
e
!

1
x
+ c

2
e
!

2
x
  (

  
c

1
,c

2
は任意定数) 

(II)   !(") = (" #$ )2の場合 
    e

! xが※の解であることはすでに示している．もう１つの解を  y = u(x)e! xとすると， 

            !y = !u e
" x

+"ue
" x , !!y = ( !!u + 2" !u +"

2
u)e" x  

を※ に代入すると， 

         
  
(! 2

+ p
1
! + p

2
)u(x)e! x

+ ""u + (2! + p
1
) "u{ } = 0  

である．ところで，!は
  
!

2
+ p

1
! + p

2
= 0の重複解であるから，

  
2! + p

1
= 0である． 

  ! ""u = 0．このことから， xe
! xは ※の解であることがわかる．そして，  

           
  

W (e! x ,xe
! x ) =

e
! x

xe
! x

!e
! x

e
! x

+!xe
! x

= e
2! x

" 0  

であるから，  {e
! x , xe

! x}が基本解の系であり，一般解は 
            

  
y = c

1
e
! x

+ c
2
xe

! x   (
  
c

1
,c

2
は任意定数) 

(III)   !(") = (" #$ )(" #$ )で，!は複素数の場合 
  複素数 ! = a + biとすると，共役複素数 ! = a " biである．そこで， 
  

  
!

1
= e

" x
= e

(a+bi)x
= e

ax (cosbx + isinbx),!
2
= e

" x
= e

(a#bi)x
= e

ax (cosbx # isinbx)  
  は※の解であり， 

        
  

1

2
(!

1
+!

2
) = e

ax cosbx,
1

2i
(!

1
"!

2
) = e

ax sinbx  

も解である．そして， 

  

W e
ax

cosbx,e
ax

sin bx( ) =
e

ax
cosbx e

ax
sinbx

e
ax

acosbx ! bsinbx( ) e
ax

asinbx + bcosbx( )
= be

2ax
" 0  

であるから，
  

e
ax

cosbx,e
ax

sin bx{ }が基本解の系であり，一般解は 

       
  
y = c

1
eax

cosbx + c
2
eax

sinbx    (
  
c

1
,c

2
は任意定数) 
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例  次の微分方程式を解け． 
(i)  

  !!y + 5 !y "14y = 0    (ii)  
  !!y + 8 !y +16y = 0    (iii)  

  !!y + 2 !y + 5y = 0  
[解] (i) 特性等定式は !(") = "2

+ 5" #14 = (" + 7)(" # 2)であるから，一般解は 
           

  
y = c

1
e
!7 x

+ c
2
e

2x  (
  
c

1
,c

2
は任意定数) 

(ii) 特性等定式は !(") = "2
+ 8" +16 = (" + 4)2であるから，一般解は 

           
  
y = c

1
e
!4x

+ c
2
xe

!4x  (
  
c

1
,c

2
は任意定数) 

(iii) 特性等定式は  !(") = "2
+ 2" + 5 = (" +1+ 2i)(" +1# 2i)であるから，一般解は 

           
  
y = c

1
e
! x

cos2x + c
2
e
! x

sin2x   (
  
c

1
,c

2
は任意定数) 

例 次の微分方程式を解け． 

   (i)   
  !!y + 5 !y + 6y = 12      (ii) 

  !!y + 3 !y + 2y = cos2x  
[解]  (i) 

  !!y + 5 !y + 6y = 0の一般解は
  
c

1
e
!3x

+ c
2
e
!2xであることは明白．  !(x) = e

" xと

してラグランジュの定数変化法を使って，この方程式を解く． 

        
  

2 !" (x) + p
1
(x)"(x)

"(x)
=
#4e

#2x
+ 5e

#2x

e
#2x

= 1,
q(x)

"(x)
=

12

e
#2x

= 12e
2x  

より， 

  
!" + " = 12e

2x # " = e
$ x

c
1
+ 12e

2x
e

x
dx%( ) = c

1
e
$ x
+ 4e

2x
,&u = $c

1
e
$ x
+ 2e

2x
+ c  

        ∴一般解
  
y = u !"(x) = c

1
e
#3x

+ c
2
e
#2x

+ 2をうる． 
(ii) 

  !!y + 3 !y + 2y = 0の一般解は
  
c

1
e
! x
+ c

2
e
!2xであることは明白．

  
! = e

"2x として， 

       
  

2 !" (x) + p
1
(x)"(x)

"(x)
=
#2e

# x
+ 3e

# x

e
# x

= 1,
q(x)

"(x)
= e

x cos2x  

  
!" + " = e

x cos2x # " = e
$ x

c
1
+ e

x cos2xe
x

% dx( ) = c
1
e
$ x
+

e
x

4
(cos2x + sin2x)  

  

y = e!2x !c
1
e! x

+
ex

4
(cos2x + sin2x)

"

#$
%

&'( dx + c
2

)
*
+

,+

-
.
+

/+
= c

1
e! x

+ c
2
e!2x !

1

20
cos2x +

3

20
sin2x  

が一般解である．  
注意：(i) 特殊解を  !(x) = ax + bとすると，  a = 0,b = 2であることがすぐ分かる． 
(ii) 

  
! = acos2x + bsin2x として，!が解であるように定数  a,bを決める． 

原方程式に代入して  (!2a + 6b !1)cos2x + (!6a ! 2b)sin2x " 0で，
  
a = !

1

20
,b =

3

20
 

を得る．一般解：
  
y = c

1
e
! x
+ c

2
e
!2x

!
1

20
cos2x +

3

20
sin2xが得られる． 
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例   水平な床の上ある物体（質量 mとする）を図のように床に垂直に立つ壁面にバ

ネで繋がれているとする．時刻 tにお

ける物体の座標を  x(t)とする．  x(0)は

バネの自然な状態（伸び，縮みのな い状態） i
い状態）で原点にあるとする． 
このとき，次の微分方程式   

    
   
m

d
2
x

dt
2
= !k

2
x ! µmg

dx

dt
 

が成立することが物理学的に知られている．これはバネの運動方程式と呼ばれてい

る．ここで， gは重力の加速度で， µは物体と床との摩擦係数， kはバネ係数と呼ば 

れている．式を簡単化するため ，
   
a =

µg

2
,b =

k
2

m
とおくことにする．微分方程式は 

                 
  

d
2
x

dt
2
+ 2a

dx

dt
+ bx = 0   (  a ,bは定数) 

とかける．特性方程式は 
            !(") = "2 + 2a" + b = (" #$

1
)(" #$

2
)  

である．そのとき，この微分方程式の一般解は 
        x = c

1
e
!
1
t
+ ce

!
2
t              (!

1
,!

2
は相異なる実数) 

        x = c
1
+ c

2
t( )e! t              (!

1
= !

2
= ! )  

        x = c
1
e
! t
cos"t + c

2
e
! t
sin"t     (!

1
= " + i#,!

2
= " $ i# ) 

次に 
  3階の定数係数の線形微分方程式:

  
!!!y + p

2
!!y + p

1
!y + p

0
y = 0  

を考えよう．特性多項式は 
                      

  
!(") = "3

+ p
2
"2

+ p
1
" + p

0
 

である．そのとき，次のような分類が考えられる． 
(I)  

 
!(") = (" #$

1
)(" #$

2
)(" #$

3
)で，

 
!

1
,!

2
,!

3
が相異なる実数の場合 

  
W e

!
1
x

,e
!

2
x

,e
!

3
x( ) = (!

1
"!

2
)(!

1
"!

3
)(!

2
"!

3
) # 0であるから，

  
e
!

1
x

,e
!

2
x

,e
!

3
x{ }が基本

解の系で，一般解は 

         
  
y = c

1
e
!

1
x
+ c

2
e
!

2
x
+ c

3
e
!

3
x   （

  
c

1
,c

2
,c

3
は任意定数） 

(II)  !(") = (" #$ )3の場合． 
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微分方程式は
  !!!y " 3# !!y + 3#

2
!y "#

3
y = 0とかける．そこで，  ! (x) = x

n
e
" xがこの微分

方程式の解になるよ うに  n を決めよう ．   ! (x) を方程式に代入する と  ，

  n(n !1)(n ! 2)x
n!3

e
" x

# 0をうる．  !n = 0,1,2をうる．すなわち，  e
! x

,xe
! x

  , x
2
e
! xが解であ

る．そして，  W (e! x ,xe
! x ,x2

e
! x ) = 2e

3! x
" 0であるから，  {e

! x ,xe
! x ,x

2
e
! x}が基本解の系

で，一般解は 
           

  
y = c

1
e
! x

+ c
2
xe

! x
+ c

3
x

2
e
! x   （

  
c

1
,c

2
,c

3
は任意定数） 

(III) 
 
!(") = (" #$

1
)2(" #$

2
)で，

 
!

1
,!

2
は相異なる実数の場合 

微分方程式は
  
!!!y " (2#

1
+#

2
) !!y + (#

1

2
+ 2#

1
#

2
) !y "#

1

2
#

2
y = 0とかける． 

  ! (x) = x
n
e
"

1
x

が解になるように nを決める．そこで，  ! (x)を方程式に代入する 

  
n(n !1)(n ! 2 +"

1
x !"

2
)x

n!3
e
"

1
x

# 0をうる．  !n = 0,1．すなわち，  e
!

1
x

, xe
!

1
x

,e
!

2
x  

が解で，
  
W ({e

!
1
x

,xe
!

1
x

,e
!

2
x

}) = (!
1
"!

2
)2

e
(2!

1
+!

2
)x

# 0  であるから，  {e
!

1
x

,xe
!

1
x

,e
!

2
x

}が

基本解の系で，一般解は 

     
  
y = c

1
e
!

1
x
+ c

2
xe

!
1
x
+ c

3
e
!

2
x   （

  
c

1
,c

2
,c

3
は任意定数） 

(IV) 
 
!(") = (" #$

1
)(" #$

1
)(" #$

3
)で，

 
!

1
は複素数の場合 

 ! = a + biとすると，  e
ax

cosbx,e
ax

sinbx,e
!

2
x
は我々の微分方程式の解で， 

     
  
W (eax cosbx,eax sinbx,e

!
2
x
) = b b

2
+ (a "!

2
)2{ }e

(2a+!
2

)x
# 0  

であるから，  {e
ax cosbx,eax sinbx,e

!
2
x

}が基本解の系で，一般解は 

    
  
y = c

1
eax

cosbx + c
2
eax

sinbx + c
3
e
!

2
x  （

  
c

1
,c

2
,c

3
は任意定数） 

例  次の微分方程式を解け． 
     (i) !!!y " 2 !!y " 5 !y + 6y = 0   (ii) !!!y " 6 !!y +12 !y " 8y = 0     
    (iii) !!!y " 3 !!y + 7 !y " 5y = 0  
[解] (i) !(") = " 3 # 2"2 # 5" + 6 = (" #1)(" + 2)(" # 3)であるから， 
      一般解： y = c

1
e
x
+ c

2
e
!2x

+ c
3
e
3x    （

  
c

1
,c

2
,c

3
は任意定数） 

(ii)   !(") = " 3 # 6"2 +12" # 9 = (" # 2)3であるから， 
    一般解： y = c

1
e
2x
+ c

2
xe

2x
+ c

3
x
2
e
2x     （

  
c

1
,c

2
,c

3
は任意定数） 

(iii)  !(") = " 3 # 3"2 + 7" # 5 = (" #1) " # (1+ 2i){ } " # (1# 2i){ }  
  ∴一般解： y = c

1
e
x
+ e

x
c
2
cos2x + c

3
sin2x( )    （

  
c

1
,c

2
,c

3
は任意定数） 
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             !!!y + p
2
(x) !!y + p

1
(x) !y + p(x)y = 0 --------------------★ 

の基本解の系 f
1
(x), f

2
(x), f

3
(x)がわっているとき，非同次方程式 

            !!!y + p
2
(x) !!y + p

1
(x) !y + p(x)y = q(x) ------------------★★ 

の特殊解を求めよう． 
★の一般解は 
     y = c

1
f
1
(x) + c

2
f
2
(x) + c

3
f
3
(x)   ( c

1
,c
2
,c
3
は任意定数) 

と表される．ここで， xの函数 c
1
= u

1
(x),c

2
= u

2
(x),c

3
= u

3
(x)をうまくとって， 

      y = u
1
(x) f

1
(x) + u

2
(x) f

2
(x) + u

3
(x) f

3
(x)  

が★★の解になるようにしたい． 
  !y = !u1(x) f1(x) + !u2 (x) f2 (x) + !u3(x) f3(x) + u1(x) !f1(x) + u2 (x) !f2 (x) + u3(x) !f3(x)  
いま， 
            !u1(x) f1(x) + !u2 (x) f2 (x) + !u3(x) f3(x) = 0 ------------------(1) 
としておく． 
 !!y = !u1(x) !f1(x) + !u2 (x) !f2 (x) + !u3(x) !f3(x) + u1(x) !!f1(x) + u2 (x) !!f2 (x) + u3(x) !!f3(x)  
更に， 
            !u1(x) !f1(x) + !u2 (x) !f2 (x) + !u3(x) !f3(x) = 0 ------------------(2) 
としておく． 
!!!y = !u1(x) !!f1(x) + !u2 (x) !!f2 (x) + !u3(x) !!f3(x) + u1(x) !!!f1(x) + u2 (x) !!!f2 (x) + u3(x) !!!f3(x)  
である．そこで，これを★★に代入すると， 

 !u1(x) !!f1(x) + !u2 (x) !!f2 (x) + !u3(x) !!f3(x) + ui !!!fi + p2 !!fi + p1 !fi + p0 fi( )
i=1

3

" = q(x)  

である．ところで， f
1
, f
2
, f
3
は★の解であるから 

                  ui !!!fi + p2 !!fi + p1 !fi + p0 fi( )
i=1

3

" = 0  

     ∴ !u1(x) !!f1(x) + !u2 (x) !!f2 (x) + !u3(x) !!f3(x) = q(x) ---------------------(3) 
(1),(2),(3)を !u

1
, !u

2
, !u

3
に関する連立 1次方程式と考えると，クラーメルの公式より 

      u
1
! =

q(x)( f
2 !f3 " f

3 !f2 )

W ( f
1
, f
2
, f
3
)
, u

2
! =

"q(x)( f
1 !f3 " f

3 !f1)

W ( f
1
, f
2
, f
3
)

, u
3
! =

q(x)( f
1 !f2 " f

2 !f1)

W ( f
1
, f
2
, f
3
)
． 

! y =
q(x)( f

2 "f3 # f
3 "f2 )

W ( f
1
, f
2
, f
3
)

dx$
%

&'
(

)*
f
1
+ #

q(x)( f
1 "f3 # f

3 "f1)
W ( f

1
, f
2
, f
3
)

dx$
%

&'
(

)*
f
2
+

q(x)( f
1 "f2 # f

2 "f1)
W ( f

1
, f
2
, f
3
)

dx$
%

&'
(

)*
f
3

が★★の求める特殊解である． 
例  !!!y " 6 !!y +11 !y " 6y = xe

4 xを解け． 
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[解] !!!y " 6 !!y +11 !y " 6y = 0の特性多項式は 
          !(") = " 3 # 6"2 +11" # 6 = (" #1)(" # 2)(" # 3)  
で，ex ,e2x ,e3xが !!!y " 6 !!y +11 !y " 6y = 0の基本解の系であることがわかる． そし
て，W (e

x
,e
2x
,e
3x
) = 2e

6x上記の公式を使うと， 

    u
1
! =

xe
4 x
e
5x

2e
6x

=
1

2
xe

3x
, u

2
! =

"xe
4 x
#2e

4 x

2e
6x

= "xe
2x
, u

3
! =

xe
4 x
e
3x

2e
6x

=
1

2
xe

x  

∴原方程式の特殊解は 

 1

18
(!1+ 3x)e3x"

#$
%
&'
e
x
+ !

1

4
(!1+ 2x)e2x"

#$
%
&'
e
2x
+
1

2
(!1+ x)ex"

#$
%
&'
e
3x
=
!11+ 6x
36

e
4 x  

∴原方程式の一般解： y = c
1
e
x
+ c

2
e
2x
+ c

3
e
3x
+
!11+ 6x

36
e
4 x  ( c

1
,c
2
,c
3
は任意定数) 

をうる． 
注意：この場合， ysp = (ax + b)e

4 xとして，原方程式に代入すると， 

{6ax + (11a + 6b)}e
4 x
! xe

4 x，∴ a = 1
6
,b = !

11

36
をうる． 

 一般に， 定数係数 n階線形微分方程式 
            

   
y

(n)
+ p

n!1
y

(n!1)
+ p

n!2
y

(n!2)
+!+ p

0
y = 0!!!!★ 

について，!について n次の多項式 
            

   
!(") = " n

+ p
n#1
" n#1

+ p
n#2

" n#2
+!+ p

0
"  

を微分方程式★の特性多項式という．そして，方程式 !(") = 0を微分方程式★の 
特性方程式という． !(")を因数分解すると，次のような場合が考えられる． 

(i)  
   
!(") = (" #$

1
)

m
1 (" #$

2
)

m
2
!(" #$

r
)

m
r   (

   
!

1
,!

2
,!,!

r
は実数, m

i

i=1

r

! = n ) 

   と因数分解されたとき 
  

 
e
!1x , xe

!1x ,!, x
m1 "1e

!1x ,e
!2 x , xe

!2 x ,!, x
m2 "1e

!2 x ,!,e
!
r
x
, xe

!
r
x
,!, x

m
r
"1
e
!
r
x  

が基本階の系である．そして，一般解は 

                      y = c
i, j
x
j!1
e
"i x

j=1

m1

#
i=1

r

#  

と表される． 

(ii) 
   
!(") = (" #$

1
)

m
1 (" #$

2
)

m
2
!(" #$

l
)

m
l (" # %

1
)

n
1 (" # %

1
)

n
1
!(" # %

k
)

n
k (" # %

k
)

n
k             
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   (
   
!

1
,!

2
,!,!

l
は実数, 

   
!

1
,!

2
,!,!

k
は複素数， mi

i=1

l

! + 2nj
j=1

k

! = n, mi ,nj " 0 ) 

 と因数分解されたとき,
 
! j = aj + ibj ( j = 1,2,!,k)とすると， 

   
 
e
!1x , xe

!1x ,!, x
m1 "1e

!1x ,e
!2 x , xe

!2 x ,!, x
m2 "1e

!2 x ,!,e
!l x , xe

!l x ,!, x
ml "1e

!l x  

 
e
a1x cosb

1
x,e

a1x sinb
1
x, xe

a1x cosb
1
x, xe

a1x sinb
1
x,!, x

n1 !1e
a1x cosb

1
x, x

n1 !1e
a1x sinb

1
x,  

 
!,e

al x cosb
l
x,e

al x sinb
l
x, xe

al x cosb
l
x, xe

al x sinb
l
x,!, x

nk !1e
al x cosb

l
x, x

nk !1e
al x sinb

l
x,  

が基本階の系である．一般解は 

        y = ci, j x
j!1
e
"i x

j=1

mi

#
i=1

r

# + x
j!1
e
ai x (di, j cosbix + hi, j sinbix)

j=1

ni

#
i=1

k

#  

と表される． 
例  次の定数係数の線形微分方程式を解け． 
 (i)   y(5) ! 3y(4 ) ! 3 """y + 9 ""y + 2 "y ! 6y = 0  
(ii)   y(6) ! y(5) ! 4y(4 ) + 2 """y + 5 ""y ! "y ! 2y = 0  
(iii)   y(6) ! 6y(5) +17y(4 ) ! 28 """y + 28 ""y !16 "y + 4y = 0  
[解](i) !(") = "5 # 3" 4 # 3"2 + 2" # 6 = (" +1)(" #1)(" + 2)(" # 2)(" # 3)  
であるから，一般解は y = c

1
e
! x
+ c

2
e
x
+ c

3
e
! 2x

+ c
4
e

2x
+ c

5
e
3xである． 

(ii) !(") = (" #1)2 (" +1)
3
(" # 2)であるから，一般解は次のようである． 

            y = c
1
e
2x
+ c

2
e
! x
+ c

3
xe

! x
+ c

4
x
2
e
! x
+ c

5
e
x
+ c

6
xe

x  
(iii) !(") = (" #1)2 ("2 # 2" + 2)

2
= (" #1)2 (" # (1# i){ }

2
" # (1+ i){ }

2  
であるから，一般解は次のようである． 
      y = c

1
e
x
+ c

2
xe

x
+ e

x
c
3
cos x + c

4
sin x( ) + xex c5 cos x + c6 sin x( )  

§ 演算子法 

とおく．D
0
[y] = y,

d
k
y

dx
k
= D

k
[y] ( k ! 1 ) ,D0

[y] = y,
d
k
y

dx
k
= D

k
[y] ( k ! 1 )を意味する． 

             
 
!(") = a

n
"n

+ a
n#1"

n#1
+!+ a

1
" + a

0
 

とする． 

 
 

!(D) = a
n
D

n
+ a

n"1D
n"1

+!+ a
1
D + a

0
D
0
= a

n

d
n

dx
n
+ a

n"1

d
n"1

dx
n"1

+!+ a
1

d

dx
+ a

0

d
0

dx
0

 

で，函数 y(x)について，線形写像!(D) : y"!(D)[y]  

        
 

!(D)[y] = an
d
n
y

dx
n
+ an"1

d
n"1
y

dx
n"1

+!+ p
1

dy

dx
+ p

0
y  

と定義する．たとえば，!(") = a"2 + b" + cとすると， 
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         a !!y + b !y + cy = aD
2
(y) + bD(y) + cy = "(D)[y]  

である． 

           
 

!(") = a
n
"n

+ a
n#1"

n#1
+!+ a

1
" + a

0

$ (") = b
m
"m

+ b
m#1"

m#1
+!+ b

1
" + b

0

  

について， 
       !(D) ±" (D)( )[y] = !(D)[y] ±" (D)[y]   (復号同順) 
が成立することは明らかである．また， 
d
n

dx
n

d
m
y

dx
m

!
"#

$
%&
=
d
m

dx
m

d
n
y

dx
n

!
"#

$
%&
=
d
m+n

y

dx
m+n
，すなわち，D

n
D

m
= D

m
D

n
= D

m+nである． 

ことから 
       !(D)" (D)( )[y] = !(D) " (D)[y][ ] =" (D) !(D)[y][ ]  
が成立する．たとえば， 
   !(") = " #$,% (") = " # &とすると，!(")# (") = "2 $ (% + &)" +%&で， 

       !(D) " (D)[y][ ] =
d

dx

dy

dx
# $y%

&'
(
)*
#+

dy

dx
# $y%

&'
(
)*

 

                   = d
2
y

dx
2
! (" + #)

dy

dx
+"#y = $(D)% (D)( )[y]  

     
 
!(D)[y] = y(n) + p

n"1y
(n"1)

+ p
n"2y

(n"2)
+!+ p

1 #y + p
0
y  

とすると， 
微分方程式：

 
y
(n)

+ p
n!1
y
(n!1)

+ p
n!2
y
(n!2)

+!+ p
1 "y + p

0
y = q(x)   

は 
                      !(D)[y] = q(x)  
と表される．!(D)を微分演算子という．また微分方程式の解を 
                  y = !(D)"1[q(x)]  
のように表される．たとえば， 
              (D !" )[y] = q(x)# $y !"y = q(x)  
であるから， 

       y = (D !" )!1[q(x)]# y = e
" x

C + q(x)e
!" x
dx$( )  

のようにかける．次に， 
                 (D !" )

m
[y] = q(x) ---------------------------☆ 

を満たす函数 y = (D !" )
!m
[q(x)]を求めることを考えよう． 
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D[ye
!" x
] = D[y]e

!" x
!"ye

!" x
= (D !" )[y]e

!" x  

D
2
[ye

!" x
] = D

2
[y]e

!" x
!"D[y]e

!" x
!"D[y]e

!" x
+"

2
ye

!" x
= (D !" )

2
[y]e

!" x

 

      !  
D

m
[ye

!" x
] = (D !" )

m
[y]e

!" x  
であることがわかる．このとこから， e

! x
D

m
[ye

"! x
] = (D "! )

m
[y] = q(x)で, 

                 d
m

dx
m
ye

!" x( ) = e!" xq(x)  

をうる．従って， 

       
 
ye

!" x
= !##

m"#$

e
!" x
q(x)dx!dx

m"#% $%
+ (c

0
+ c

1
x +!+ cm!1x

m!1
)  

 ∴☆の一般解は

 

y = e
! x
!""
m"#$

e
#! x
q(x)dx!dx

m"#% $%
+ (c

0
+ c

1
x +!+ cm#1x

m#1
)

$

%
&
&

'

(
)
)

 

である．これは 

     
 
y = e

! x
!""

m"#$

e
#! x
q(x)dx!dx

m"#% $%
+ (c

0
+ c

1
x +!+ cm#1x

m#1
)e

! x  

 
とかける．上の積分は e

!" x
q(x)をm回不定積分することを意味する 

 
(c
0
+ c

1
x +!+ c

m!1
x
m!1
)e

" xは (D !" )
m
[y] = 0の一般解で，

 
e
! x
!""

m"#$

e
#! x
q(x)dx!dx

m"#% $%

は (D !" )
m
[y] = q(x)の特殊解である．特殊解を求めることが課題である． 

例 次の微分方程式を解け． 
(i)   !!y " 2y + y = xe

x， 
(ii)  !!!y " 6 !!y +12 !y " 8y = x  

 [解] (i)  y = (D !1)!2[xex ] = ex e
! x" (xe

x
)dxdx + c

0
+ c

1
x"( ) = ex

x
3

6
+ c

0
+ c

1
x

#
$%

&
'(

 

 (ii) (D ! 2)
3
[y] = x , y = e2x e

!2x
x dxdxdx""" + c

0
+ c

1
x + c

2
x
2( )  

e
!2x
x dx" = !

e
!2x

2
x +

e
!2x

2
dx" = !

1+ 2x

4
e
!2x  

!
1+ 2x

4
e
!2x
dx =

e
!2x

2

1

4
+
x

2

"
#$

%
&'
+

!e!2x

2
((

1

2
dx =

1+ x

4
e
!2x  
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1+ x

4
e
!2x

= !
3+ 2x

16
e
!2x

" . ∴ y = !
3+ 2x

16
+ (c

0
+ c

1
x + c

2
x
2
)e
2x  

 注意： ysp = ax
3
+ bx

2
+ cx + dとして，これを方程式に代入して未定係数法で 

a,b,c,dを決める方法もある．ちなみに，a = 0,b = 0,c = !
1

8
,d = !

3

16
をうる． 

再び 
          

 
y
(n)

+ p
n!1
y
(n!1)

+ p
n!2
y
(n!2)

+!+ p
1 "y + p

0
y = q(x) -----------------------★ 

を考察する．
 
y
(n)

+ p
n!1
y
(n!1)

+ p
n!2
y
(n!2)

+!+ p
1 "y + p

0
y = 0の特性多項式!(")が 

               
 
!(") = (" #$

1
)
m1 (" #$

2
)
m2
!(" #$

k
)
mk  

と因数分解されたとき， 

        
 

1

!(")
=

1

(" #$
1
)
m1 (" #$

2
)
m2
!(" #$ k )

mk

=
$ i, j

(" #$ i )
j

j=1

mi

%
i=1

k

%  

と部分分数に展開されて，★の一般解は 

             y = !(D)"1[q(x)] =
# i, j

(D "# i )
j

j=1

mi

$
i=1

k

$ [q(x)]  

と表すことができる．． 
例  次の微分方程式を解け 
(i)    !!y " 4 !y + 3y = xe

x  
(ii)    y(4 ) ! 5 """y + 9 ""y ! 7 "y + 2y = x

2
e
x  

(iii)   !!y + y = sin x   
(iv)   !!y + y = cos x  
(v)    !!y + y = sin x + cos x  
(vi)   !!!y " 2 !!y " !y + 2y = sin x  

[解](i) y = 1

(D ! 3)(D !1)
[xe

x
] =
1

2

1

D ! 3
!

1

D !1
"
#$

%
&'
[xe

x
]  

 = 1
2
e
3x

e
!3x

" (xe
x
)dx + c

0( ) ! ex e
! x
(xe

x
)dx + c

0
#"( ){ } = !

2x
2
+ 2x +1

8
e
x
+ c

0
e
3x
+ c

0
"e

x  

注意： y =
1

(D ! 3)(D !1)
[xe

x
] =

1

D ! 3

1

D !1
[xe

x
]

"

#$
%

&'
=

1

D ! 3
e
x

e
! x
(xe

x
)dx + c

1(( )"
#

%
&
 

 

        = 1

D ! 3
e
x
x
2

2
+ c

1

"
#$

%
&'

(

)
*

+

,
- = e

3x
e
!3x

e
x
x
2

2
+ c

1

"
#$

%
&'

"

#$
%

&'
+ c

2.
"

#
$

%

&
'  
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        = !
2x

2
+ 2x +1

8
e
x
+ c

1
e
x
+ c

2
e
3x  

としてもよい． 
(ii)   !(") = " 4 # 5" 3 + 9"2 # 7" + 2 = (" #1)3(" # 2)であるから， 
   c

1
e
2x
+ (c

2
+ c

3
x + c

4
x
2
)e

xが y
(4 )

! 5 """y + 9 ""y ! 7 "y + 2y = 0の一般解である． 

              1

!(")
=

1

" # 2
#

1

(" #1)
#

1

(" #1)2
#

1

(" #1)3
 

y = !(D)"1[x2ex ] = (D " 2)
"1
[x

2
e
x
]" (D "1)

"1
[x

2
e
x
]" (D "1)

"2
[x

2
e
x
]" (D "1)

"3
[x

2
e
x
]  

(D ! 2)!1[x2ex ] = e2x e
!2x
(x

2
e
x
)dx" = !(x2 + 2x + 2)ex  

は y
(4 )

! 5 """y + 9 ""y ! 7 "y + 2y = 0一般解の中に含まれる． 

(D !1)!1[x2ex ] = ex e
! x
(x

2
e
x
)dx"( ) =

x
3

3
e
x  

(D !1)!2[x2ex ] = ex e
! x
(x

2
e
x
)dxdx""( ) =

x
4

12
e
x  

(D !1)!3[x2ex ] = ex e
! x
(x

2
e
x
)dxdxdx"""( ) =

x
5

60
e
x  

   y = !
e
x

60
(x

5
+ 5x

4
+ 20x

3
) + c0e

2x
+ (c1 + c2x + c3x

2
)e

xが求める一般解である． 

(iii) y = 1

(D
2
+1)

[sin x] =
1

2i

1

D ! i
!

1

D + i

"
#$

%
&'
[sin x] =

1

2i

1

D ! i
[sin x]!

1

D + i
[sin x]

"
#$

%
&'

 

1

D ! i
[sin x] = e

ix
e
! ix
sin xdx + c

1"( ) = eix e
! ix e

ix ! e! ix

2i
dx + c

1"
#
$%

&
'(
= !

e
! ix

4
!
ixe

ix

2
+ c

1
e
ix  

1

D + i
[sin x] = e

! ix
e
ix
sin xdx + c

2"( ) = e! ix e
ix
e
ix ! e! ix

2i
dx + c

2"
#
$%

&
'(
= !

e
ix

4
+
ixe

ix

2
+ c

2
e
! ix  

!
e
± ix

4
は (D2

+1)[y] = 0の一般解に含まれるから， 

y = !
1

2i

ix(e
ix
+ e

! ix
)

2
+ c

1
e
ix
+ c

2
e
! ix

= !
x cos x

2
+ "c1 cos x + "c2 sin xが求める一般解． 

(iv)  (iii)と同様に， y =
x sin x

2
+ c

1
cos x + c

2
sin x  

(v)  (iii)・(iv)から， y =
x(sin x ! cos x)

2
+ c

1
cos x + c

2
sin x  
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(vi) !(") = (" +1)(" #1)(" # 2),
1

!(")
=
1

6
$
1

" +1
#
1

2
$
1

" #1
+
1

3
$
1

" # 2
 

    y = !(D)"1[sin x] = 1
6
#
1

D +1
[sin x]"

1

2
#
1

D "1
[sin x]+

1

3
#
1

D " 2
[sin x]  

     1

D +1
[sin x] = e

! x
e
x
sin xdx + c

1"( ) =
! cos x + sin x

2
+ c

1
e
! x  

     1

D !1
[sin x] = e

x
e
! x
sin xdx + c

1"( ) = !
cos x + sin x

2
+ c

2
e
x  

     1

D ! 2
[sin x] = e

2x
e
!2x
sin xdx + c

1"( ) = !
cos x + 2sin x

5
+ c

3
e
2x  

              ∴ y =
2sin x + cos x

10
+ c

1
e
! x
+ c

2
e
x
+ c

3
e
2x  

例（Eulerの微分方程式） 

  微分方程式：
 

x
n d

n
y

dx
n
+ x

n!1
a
1

d
n!1
y

dx
n!1

+ x
n!2
a
2

d
n!2
y

dx
n!2

+!+ xan!1
d y

dx
+ any = q(x)  

                      (ここで，
 
a
1
,a

2
,!,a

n
は定数) 

を考察する．これをオイラー型の微分方程式という．変数変換 x = e
tにより定数

係数の方程式に帰着させる． 

           
 

D =
d

dx
, ! =

d

dt
,D

k
=
d
k

dx
k
, !

k
=
d
k

dt
k

(k = 1,2,!,n)  

とする．そのとき， 
dy

dt
=
dy

dx

dx

dt
=
dy

dx
e
t
= x

dy

dx
! xD[y] = "[y]  

d
2
y

d t
2
=
d

dx
x
dy

dx

!
"#

$
%&
dx

dt
=

dy

dx
+ x

d
2
y

dx
2

!
"#

$
%&
x = x

2 d
2
y

dx
2
+ x

dy

dx
' x

2
D
2
[y]+ xD[y] = (2

[y]  

         ! x
2
D
2
[y]+ "[y] = "

2
[y]! x

2
D
2
[y] = "(" #1)[y]  

d
3
y

d t
3
=
d

dx
x
2
d
2
y

dx
2
+ x

dy

dx

!
"#

$
%&
dx

dt
= 2x

d
2
y

dx
2
+ x

2
d
3
y

dx
3
+
dy

dx
+ x

d
2
y

dx
2

!
"#

$
%&
dx

dt
 

= x
3 d

3
y

dx
3
+ 3x

2 d
2
y

dx
2
+ x

dy

dx
= x

3
D
3
[y]+ 3x

2
D
2
[y]+ xD[y]  

                     
 
!  

x
3
D
3
[y] = (!

3
" 3!(! "1) " !)[y] = !(! "1)(! " 2)[y]  

                      !  
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x
k
D

k
[y] = !(! "1)(! " 2)(! " 3)!(! " k +1)[y] (k = 1,2,!,n)  

であることがわかる．そこで，与式を演算子!で表すと， 

  
 

!(! "1)(! " 2)(! " 3)!(! " n +1)[y]+ a
1
!(! "1)(! " 2)(! " 3)!(! " n + 2)[y]

+!+ a
n"1
![y]+ a

n
y = q(x)

 

すなわち，定数係数の線形微分方程式 

           
 

d
n
y

dt
n
+ b

1

d
n!1
y

dt
n!1

+ b
2

d
n!2
y

dt
n!2

+!+ bn!1
d y

dt
+ bny = q(x)   

に帰着する． 
例  次の微分方程式を解け． 
      x3 !!!y " 4x2 !!y +10x !y "12y = x2 log x  
[解]   !(! "1)(! " 2) " 4!(! "1) +10! "12( )[y] = te2t # (! " 3)(! " 2)

2
[y] = te

2t  

       ∴ y =
1

(! " 3)(! " 2)2
te
2t#$ %& =

1

! " 3
"

1

! " 2
"

1

(! " 2)2
'
()

*
+,
te
2t#$ %&  

   (! " 3)(! " 2)
2
[y] = 0の一般解は c

1
e
3t
+ c

2
e
2t
+ c

3
te
2tで， (! " 3)(! " 2)

2
[y] = te

2t

の特殊解を見つければよい．そこで， 

     1

! " 3
te
2t#$ %& = e

3t
e
"3t

te
2t( )dt'( ) = "(1+ t)e2t は (! " 3)(! " 2)

2
[y] = 0 の一般解

に含まれる． 

     1

! " 2
te
2t#$ %& = e

2t
e
"2t

te
2t( )dt'( ) =

t
2
e
2t

2
 

    1

(! " 2)2
te
2t#$ %& = e

2t
e
"2t

te
2t( )dt' dt'( ) =

t
3
e
2t

6
 

               ∴  y = c
1
e
3t
+ c

2
e
2t
+ c

3
te
2t
!
t
2
e
2t

2
!
t
3
e
2t

6
 

               = c1x
3
+ (c2 + c3 log x)x

2
! 3+ log x( )

x
2 (log x)2

6
 

が求める一般解である． 
§ 連立微分方程式 

                           

dy
1

dx
=
y
2

x

dy
2

dx
=
y
1

x

!

"
##

$
#
#
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 のように，2個以上の未知函数を含む微分方程式を連立微分方程式という． 

    d
2
y
1

dx
2
=
1

x

dy
2

dx
!
y
2

x
2
=
1

x

y
1

x

"
#$

%
&'
!
1

x
2
x
dy

1

dx

"
#$

%
&'
( x

2
d
2
y
1

dx
2
+ x

dy
1

dx
! y

1
= 0  

 これはEulerの微分方程式で，これは (!(! "1) + ! "1)[y
1
] = 0とかける． 

         (!(! "1) + ! "1)[y
1
] = 0# (! "1)(! +1)[y

1
] = 0  

   一般解は y
1
= c

1
e
t
+ c

2
e
! t
= c

1
x + c

2

1

x
, y
2
= x

dy
1

dx
= c

1
x ! c

2

1

x
 

と表される． 
未知函数:

 
y
1
(x), y

2
(x),!, y

n
(x)について， 

                    pi, j ,k
i=0

mk

!
j=1

n

! (x)yj
(i )
= qk (x)  

を連立線形微分方程式という．
 

D
k
=

d

dx
k
(k = 0,1,2,!), pj ,k (D) = pi, j ,k (x)D

i

i=0

mk

!  

とおくと， 

             
 

pi, j ,k
i=0

mk

!
j=1

n

! (x)yj
(i )
= qk (x) (k = 1,2,!,n)  

のように表すことができる．特に pi, j ,k (x) = pi, j ,k（定数）のとき，定数係数の連

立線形微分方程式という．ここでは特にn = 2の場合に考える．すなわち，未知

函数 y
1
(x), y

2
(x)について， 

 

            
 

p
1,1
(D)[y

1
]+ p

1,2
(D)[y

2
] = q

1
(x)!!!! (1)

p
2,1
(D)[y

1
]+ p

2,2
(D)[y

2
] = q

2
(x)!!!!(2)

!
"
#

 

を考察する． (1) ! p
2,2
(D) " (2) ! p

1,2
(D)より， 

   p
1,1
(D)p

2,2
(D) ! p

1,2
(D)p

2,1
(D)( )[y1] = p

2,2
(D) q

1
(x)[ ]! p1,2 (D) q2 (x)[ ]( )  

  これは 

            
p
1,1
(D) p

1,2
(D)

p
21
(D) p

2,2
(D)

[y
1
] =

q
1
(x) p

1,2
(D)

q
2
(x) p

2,2
(D)

 

   と表すこともできる．これを解いて(1)または(2)に代入して y
2
を求める． 

注意：☆は次のようにもかける． 
例 次の連立線形微分方程式を解け． 
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  (i)  
!y " 3y + z = 0

y " !z + z = 0

#
$
%

   (ii)  
!y + y " !z = x

!y " y + z = x2
#
$
%

  (iii) 
!y = z + w

!z = y " w

!w = y " z

#

$
%

&
%

 

 (iv) 
!!y + y + !!z + !z + z = x

!y + !z + z = e
x

"
#
$

 

[解](i) 

                    
(D ! 3)[y]+ z = 0

!y + (D !1)[z] = 0

"
#
$

 

      ∴ (D ! 3)(D !1) +1( )[y] = 0" (D ! 2)
2
[y] = 0  

y = (c
1
+ c

2
x)e

2xをうる．これを第 1式に代入して， 
 z = 3y ! "y = 3(c

1
+ c

2
x)e

2x
! (2c

1
+ c

2
+ 2c

2
x)e

2x
= (c

1
! c

2
) + c

2
x{ }e2x  

              一般解：
y = (c

1
+ c

2
x)e

2x

z = (c
1
! c

2
) + c

2
x{ }e2x

"
#
$

%$
 をうる． 

 (ii) 
 

(D +1)[y]! D[z] = x!!(1)

(D !1)[y]+ z = x2!!!(2)

"
#
$

 
D +1 !D

D !1 1
[y] = (D

2
+1)[y] = 3x" ##y + y = 3x  

!!y + y = 0の一般解は c
1
cos x + c

2
sin xで， !!y + y = 3xの特殊解は 3xであるから， 

y = c
1
cos x + c

2
sin x + 3x , z = x2 ! (D !1)y = (c

1
! c

2
)cos x + (c

1
+ c

2
)sin x + x

2
+ 3x ! 3  

     ∴ 一般解：
y = c

1
cos x + c

2
sin x + 3x

z = (c
1
! c

2
)cos x + (c

1
+ c

2
)sin x + x

2
+ 3x ! 3

"
#
$

 をうる． 

 (iii) 

 

D[y]! w ! z = 0 !!(1)

!y + D[z]+ w = 0!!(2)

!y + z + D[w] = 0!!(3)

"

#
$

%
$

 

とかける．そして， (1) + (2),D ! (1) + (3)より， 

        

 

(D !1)[y]+ (D !1)[z] = 0!!(4)

(D
2 !1)[y]! (D !1)[z] = 0!!(5)

"
#
$

 

(4)+(5)より， (D !1)(D + 2)[y] = 0∴ y = c
1
e
x
+ c

2
e
!2x . 

(4)より， (D !1)[z] = !(D !1)[y] = 3c
2
e
!2x  

   ∴ z =
1

D !1
3c

2
e
!2x"# $% = e

x
e
! x
3c

2
e
!2x( )dx + c3&( ) = !c

2
e
!2x

+ c
3
e
x  

     w = D[y]! z = c
1
e
x
! 2c

2
e
!2x

+ c
2
e
!2x

! c
3
e
x
= (c

1
! c

3
)e

x
! c

2
e
!2x  
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                   !
y = c

1
e
x
+ c

2
e
"2x

z = c
3
e
x " c

2
e
"2x

w = (c
1
" c

3
)e

x " c
2
e
"2x

#

$
%

&
%

 

(iv)       
(D

2
+1)[y]+ (D

2
+ D +1)[z] = x

D[y]+ (D +1)[z] = e
x

!
"
#

$#
 

         D
2
+1 D

2
+ D +1

D D +1
[y] =

x D
2
+ D +1

e
x

D +1
 

       ! y = (D +1)[x]" (D
2
+ D +1)[e

x
] = x +1" 3e

x  

        z = D
2
+1 x

D e
x
= (D

2
+1)[e

x
]! D[x] = 2e

x
!1  

例   
!!y " 3y " 4z = sin x

!!z + y + z = cos x

#
$
%

を解け． 

 [解]  
(D

2 ! 3)[y]! 4z = sin x

y + (D
2
+1)[z] = cos x

"
#
$

%$
 

      (D !1)
2
(D +1)

2
[y] = (D

2
+1)[sin x]+ 4 cos x = cos x  

である．そして， (D !1)
2
(D +1)

2
[y] = 0の一般解は (c

1
+ c

2
x)e

! x
+ (c

3
+ c

4
x)e

x  で， 
あるから， (D !1)

2
(D +1)

2
[y] = cos xの特殊解を求めればよい. 

y = (D !1)2 (D +1)
2{ }

!1
[cos x] =

1

4

1

D +1
!

1

D !1
+

1

(D +1)
2
+

1

(D !1)2
"
#
$

%
&
'
[cos x]  

       1

D +1
[cos x] = e

! x
e
x
cos xdx" =

cos x + sin x

2
 

       1

(D +1)
2
[cos x] = e

! x
e
x
cos xdxdx"" =

sin x

2
 

       1

D !1
[cos x] = e

x
e
! x
cos xdx" =

! cos x + sin x

2
 

       1

(D !1)2
[cos x] = e

x
e
! x
cos xdxdx"" = !

sin x

2
 

              ∴ y =
1

4
cos x + (c

1
+ c

2
x)e

! x
+ (c

3
+ c

4
x)e

x  

  ∴ z =
1

4
(D

2
! 3)[y]! sin x{ } = !

cos x + sin x

4
!
(c
1
+ c

2
) + c

2
x

2
e
! x
!
(c
3
! c

4
) + c

4
x

2
e
x  

 


