
基本行列と行列の基本変形

本節では，基本行列と行列の基本変形の関係について解説する．この関係は，計算技術とい

う側面よりも，むしろ理論的な側面において重要である．

• 基本行列

連立 1次方程式を解いたり逆行列を求めたりするときに中心的な役割を担う計算方法とし

て，行列の行基本変形を第 3章で詳しく扱った．そのほかに，行列の列基本変形を考えること

もできる．

定義 1. 行列の列基本変形とは，以下の 3種類の変形のことである．

(1) 1つの列に 0でない定数を掛ける．

(2) 2つの列を入れ替える．

(3) 1つの列の定数倍を他の列に加える．

行列の行基本変形と列基本変形を合わせて，単に行列の基本変形とよぶこともある．

列基本変形も行基本変形と同様に，可逆な変形である．すなわち，行列 Aが列基本変形に

より Bに変形されたとすると，Bを列基本変形により Aに変形することもできる．行列の基

本変形は，次に紹介する基本行列と密接な関係がある．

定義 2. 以下の 3種類の n次行列を，n次の基本行列とよぶ．

• Pn(i; c) : 単位行列 In の (i, i)成分の 1を cで置き換えた行列 (ただし c ̸= 0)

• Pn(i, j) : 単位行列 Inの (i, i)成分と (j, j)成分の 1を 0で置き換え，(i, j)成分と (j, i)

成分の 0を 1で置き換えた行列 (ただし i ̸= j)

• Pn(i, j; c) : 単位行列 In の (i, j)成分の 0を cで置き換えた行列 (ただし i ̸= j)

これらは以下のような形をしている．

Pn(i; c) =
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Pn(i, j) =
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,

Pn(i, j; c) =
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注意 3. (1) Pn(i; 1) = Pn(i, j; 0) = In である．

(2) Pn(i, j) = Pn(j, i) であるが，c ̸= 0なら Pn(i, j; c) ̸= Pn(j, i; c) である．

(3) p.85の (3.20)で登場した5つの行列は，順に基本行列 P2(1; c), P2(2; c), P2(1, 2), P2(2, 1; c),

P2(1, 2; c) である．

次の定理で見るように，行列の基本変形は，行列に基本行列を掛けることにより得られる．

行基本変形は基本行列を左から，列基本変形は基本行列を右から掛けることにより得られ

る．そのために，行基本変形は左基本変形，列基本変形は右基本変形とよばれることもある．

定理 4. (1) 行列の行基本変形は，行列に基本行列を左から掛けることにより得られる．具体

的には，Aをm×n行列とし，A =


a1

...

am

 と行ベクトルを用いて分割表示するとき，以
下が成り立つ．



(a) Pm(i; c)A =



a1
...

i) cai

...

am


. すなわち Pm(i; c)Aは，Aの第 i行を c倍した行列である．

(b) Pm(i, j)A =



a1
...

i) aj

...

j) ai

...

am


. すなわち Pm(i, j)Aは，Aの第 i行と第 j 行を入れ替えた

行列である．

(c) Pm(i, j; c)A =



a1
...

i) ai + caj

...

j) aj

...

am


. すなわち Pm(i, j; c)Aは，Aの第 j 行の c倍を第 i

行に加えた行列である．

(2) 行列の列基本変形は，行列に基本行列を右から掛けることにより得られる．具体的には，

Aをm× n行列とし，A =
(
a1 · · · an

)
と列ベクトルを用いて分割表示するとき，以

下が成り立つ．

(a) APn(i; c) =
( i

⌣

a1 · · · cai · · · an

)
. すなわち APn(i; c)は，Aの第 i列を c倍

した行列である．

(b) APn(i, j) =
( i

⌣
j
⌣

a1 · · · aj · · · ai · · · an

)
. すなわち APn(i, j)は，Aの第 i

列と第 j 列を入れ替えた行列である．

(c) APn(i, j; c) =
( i

⌣
j
⌣

a1 · · · ai · · · cai + aj · · · an

)
. すなわち APn(i, j; c)は，

Aの第 i列の c倍を第 j 列に加えた行列である．



(証明). (1) 1 ≤ i ≤ mに対して ai =
(
ai1 · · · ain

)
とおき，直接計算することにより得ら

れる (各自試みよ)．

(2) 1 ≤ j ≤ nに対して aj =


a1j
...

amj

 とおき，直接計算することにより得られる．

注意 5. 基本行列は以下に述べるように，単位行列を基本変形することで得られる．

(a) Pn(i; c) = Pn(i; c)In より，Pn(i; c)は In の第 n行を c倍した行列である．

(a’) Pn(i; c) = InPn(i; c)より，Pn(i; c)は In の第 n列を c倍した行列である．

(b) Pn(i, j) = Pn(i, j)In より，Pn(i, j)は In の第 i行と第 j 行を入れ替えた行列である．

(b’) Pn(i, j) = InPn(i, j)より，Pn(i, j)は In の第 i列と第 j 列を入れ替えた行列である．

(c) Pn(i, j; c) = Pn(i, j; c)Inより，Pn(i, j; c)は Inの第 j 行の c倍を第 i行に加えた行列で (c) や (c’) を知っ

ていると，Pn(i, j; c)

を掛けたときの基本

変形が何かを覚えや

すい．

ある．

(c’) Pn(i, j; c) = InPn(i, j; c)より，Pn(i, j; c)は Inの第 i列の c倍を第 j列に加えた行列で

ある．

例題 6. A =

 a1 a2 a3

b1 b2 b3

c1 c2 c3

 のとき，P3(1; 2)A, P3(2, 3)A, P3(1, 3;−5)Aを計算せよ．

(解答).

P3(1; 2)A =

 2 0 0

0 1 0

0 0 1


 a1 a2 a3

b1 b2 b3

c1 c2 c3

 =

 2a1 2a2 2a3

b1 b2 b3

c1 c2 c3

 ,

P3(2, 3)A =

 1 0 0

0 0 1

0 1 0


 a1 a2 a3

b1 b2 b3

c1 c2 c3

 =

 a1 a2 a3

c1 c2 c3

b1 b2 b3

 ,

P3(1, 3;−5)A =

1 0 −5
0 1 0

0 0 1


a1 a2 a3

b1 b2 b3

c1 c2 c3

 =

a1 − 5c1 a2 − 5c2 a3 − 5c3

b1 b2 b3

c1 c2 c3

 .

問 7. A =

 a1 a2 a3

b1 b2 b3

c1 c2 c3

 のとき，AP3(1; 2), AP3(2, 3), AP3(1, 3;−5)を計算せよ．

問 8. A =

(
x y

z w

)
のとき，P2(2;−7)A, P2(2, 1)A, P2(2, 1; 6)A, AP2(2;−7), AP2(2, 1),

AP2(2, 1; 6)を計算せよ．

任意の基本行列 P は逆行列 P−1 をもち，P−1 は P と同じ型の基本行列になる．より詳し

く，以下の定理が成り立つ．



定理 9. 基本行列は正則である．さらに，以下の等式が成り立つ．

(a) Pn(i; c)
−1 = Pn(i; c

−1) (ただし c ̸= 0)

(b) Pn(i, j)
−1 = Pn(i, j)

(c) Pn(i, j; c)
−1 = Pn(i, j;−c)

(証明). 基本行列を掛けることの意味（定理 4）にもとづいて証明する．

(a) Pn(i; c)Pn(i; c
−1) = Pn(i; c

−1)Pn(i; c) = In を示せばよい．Pn(i; c)Pn(i; c
−1)はPn(i; c

−1)

の第 i 行を c 倍した行列だから，Pn(i; c)Pn(i; c
−1) = In である．Pn(i; c

−1)Pn(i; c) は

Pn(i; c
−1)の第 i列を c倍した行列だから，Pn(i; c

−1)Pn(i; c) = In である．

(b) Pn(i, j)Pn(i, j) = In を示せばよい．Pn(i, j)Pn(i, j)は Pn(i, j)の第 i行と第 j 行を入れ

替えた行列だから，Pn(i, j)Pn(i, j) = In である．

(c) Pn(i, j; c)Pn(i, j;−c) = Pn(i, j;−c)Pn(i, j; c) = In を示せばよい．Pn(i, j; c)Pn(i, j;−c)
は Pn(i, j;−c)の第 j 行の c倍を第 i行に加えた行列だから，Pn(i, j; c)Pn(i, j;−c) = In

である．Pn(i, j;−c)Pn(i, j; c)は Pn(i, j;−c)の第 i列の c倍を第 j列に加えた行列だから，

Pn(i, j;−c)Pn(i, j; c) = In である．

注意 10. (1) 基本行列が正則であることは，行列の行基本変形や列基本変形が可逆な変形で

あることと対応している．行列 A,B と基本行列 P に対して，PA = B と P−1B = Aは

同値であり，AP = B と BP−1 = Aも同値である．言い換えると，Aが 1回の行 [列]基

本変形で Bに変形できることと，Bが 1回の行 [列]基本変形で Aに変形できることは同

値である．

(2) 連立 1次方程式 Ax = bの基本変形は，左から基本行列 P を掛けて PAx = Pbへと変形

することである．

(3) 基本行列が正則であることは，連立 1次方程式の基本変形が同値な変形であることとも対

応している．実際，P が基本行列なら (そしてさらに行列の積PAが定義できれば) Ax = b

と PAx = Pbは同値である．

• 行列の掃き出し

基本変形を用いて行列を簡単な形に変形する系統的な方法として，以下の方法がある．

定義 11. A = (akl)をm× n行列とし，(i, j)成分 aij は 0でないとする．

(1) (i, j)成分を要 (かなめ)として Aの第 j 列を掃き出すとは，以下に述べるような，Aを

A′′ に変形する操作のことを言う．

(a) Aの第 i行を a−1
ij 倍し，得られた行列を A′ とする．ここに A′ の (i, j)成分は 1で

ある．



(b) A′において，1 ≤ k ≤ m, k ̸= iとなる各 kについて，第 i行の−akj 倍を第 k行に加 たとえば，kが小さ

い順に加えよ．実は，

どのような順序で加

えても結果は同じで

ある．

える．得られた行列を A′′ とする．ここに A′′ の第 j 列は

ei =



0
...

0

i) 1

0
...

0


である．

(2) (i, j)成分を要として Aの第 i行を掃き出すとは，以下に述べるような，Aを A′′ に変形

する操作のことを言う．

(a) Aの第 j 列を a−1
ij 倍し，得られた行列を A′ とする．ここに A′ の (i, j)成分は 1で

ある．

(b) A′において，1 ≤ l ≤ n, l ̸= j となる各 lについて，第 j 列の −ail 倍を第 l列に加え

る．得られた行列を A′′ とする．ここに A′′ の第 i行は

tej =
( j

⌣

0 · · · 0 1 0 · · · 0
)

である．

注意 12. 列の掃き出しは，行基本変形のみを用いて行い，列基本変形は用いない．また，行

の掃き出しは，列基本変形のみを用いて行い，行基本変形は用いない．

例題 13. A =

2 −4 8

3 1 −2
5 2 4

 とする．
(1) (1, 1)成分を要として Aの第 1列を掃き出せ．

(2) (3, 2)成分を要として Aの第 3行を掃き出せ．

(解答). (1)
2 −4 8

3 1 −2

5 2 4


| × 1

2

−→


1 −2 4

3 1 −2

5 2 4

 ←−
×(−3)

+

←−−−−−−−

×(−5)

+

−→


1 −2 4

0 7 −14

0 12 −16





(2)


× 1

2

2 −4 8

3 1 −2

5 2 4

 −→


y ×(−5)+

y
×(−4) +

2 −2 8

3 1/2 −2

5 1 4

 −→


12 −2 16

1/2 1/2 −4

0 1 0



• 正則行列と基本行列

次の命題で述べるように，行列 Aに行 [列]基本変形を何回か施すことにより得られる行列

は，Aに左 [右]からある正則行列を掛けることによっても得られる．

命題 14. (1) 行列Aが何回かの行基本変形によりBに変形されたとすると，ある正則行列 P

が存在して B = PAが成り立つ．

(2) 行列 Aが何回かの列基本変形によりBに変形されたとすると，ある正則行列 P が存在し

て B = AP が成り立つ．

(3) 行列 Aが何回かの行および列基本変形により Bに変形されたとすると，ある正則行列 P

と Qが存在して B = PAQが成り立つ．

(証明). (1) Aが何回かの行基本変形によりBに変形されたとすると，定理 4 (1)により基本行列

P1, · · · , Psを用いてB = Ps · · ·P1Aと表される．基本行列は正則 (定理 9)より，P = Ps · · ·P1

とおけば P も正則であり，B = PAとなる．

(2)，(3)は (1)と同様である．各自試みよ．

次の補題で述べるように，行列が零行列であることと，その階数が 0であることは同値で

ある．

補題 15. Aを行列とし，r = rankAとおく．このとき，A = Oと r = 0は同値である．

(証明). A = Oならば，階数の定義により r = 0である．

定理 3.19 (p.75)により，Aは何回かの行基本変形を施すことで階段行列 B に変形される．

さらにこのとき，r = rankBである．命題 14 (1)より，正則行列 P が存在してB = PAとな

る．r = 0とすると，rankB = 0となる．階数が 0の階段行列は零行列Oのみなので，B = O

である．ゆえに A = P−1B = P−1O = Oとなる．

ここで，定理 3.19 (p.75) の証明を与える．

(定理 3.19 の証明).

変形されることの証明

Aをm× n行列とし，行の数mについての帰納法で示す．

[m = 1のときに示す]



A = (0 · · · 0)ならば，Aはすでに階段行列である．A ̸= (0 · · · 0)ならば，A = (0 · · · 0 a ∗ · · · ∗),
a ̸= 0 となる aがある．Aの第 1行を a−1倍すると (0 · · · 0 1 ∗ · · · ∗) となり，階段行列と
なる．

[m = kのときに成り立つと仮定して，m = k + 1のときに示す]

A を (k+ 1)× n 行列とする．A = Oならば，Aはすでに階段行列である．A ̸= Oとする．

初めて 0でない成分が現れる Aの列の番号を p1 とし，Aの (i1, p1)成分が a ̸= 0であるとす

る．このとき

A =


p1
⌣

∗
i1) O a ∗

∗

 [i1 ̸= 1なら，第 1行と第 i1 行を入れ替える]

−→



p1
⌣

a

∗
O

... ∗
∗

 [(1, p1)成分を要として第 p1 列を掃き出す]

−→



p1
⌣

1

0

O
... ∗
0

 = A′

と変形される．

A′の第 1行を取り除いた行列A′′を考える．A′′ は k×n行列であり，k×(n−p1)行列 Ãを用

いてA′′ = (Ok,p1 Ã)と表される．Ãに帰納法の仮定を用いると，Ãは行基本変形の繰り返しに Ok,p1 はサイズが

k × p1 の零行列より階段行列 B̃に変形されることがわかる．Ãを B̃に変形するときと同じ行基本変形の繰り返

しにより，A′′はB′′ = (Ok,p1 B̃)に変形される．よって，A′の第 2行以降に，A′′をB′′に変形

するときと同じ行基本変形の繰り返しを行うと，A′ −→



p1
⌣

1 ∗ · · · ∗
0

O
... B̃

0

 = A′′′

と変形される．B̃ = Oなら，A′′′はすでに階段行列である．B̃ ̸= Oなら，B̃のピボットを含

むような A′′′の列の番号を p2 < · · · < pr とする．A′′′において，まず (2, p2)成分を要として

第 p2 列を掃き出し，次に (3, p3)成分を要として第 p3 列を掃き出し，これを繰り返し，最後

に (r, pr)成分を要として第 pr 列を掃き出す．以上により，A′′′ は階段行列に変形される．

ただ 1つに定まることの証明

m× n行列 Aが，行基本変形の繰り返しにより階段行列 Bおよび C に変形されたとする．

このとき，B = C となることを示す．

r = rankB, s = rankCとおく．r ≥ sと仮定してよい．命題 14 (1)により，正則行列 P1, P2

が存在して B = P1A, C = P2Aとなる．P = P1P
−1
2 とおくと，P も正則である．さらに P1, P2, Pは，m次正

方行列である．



B = P1A = P1(P
−1
2 C) = PC

となる．

s = 0なら，補題 15によりC = Oであり，B = PC = PO = Oとなる．よって，B = C = O

がわかる．

以下，s ̸= 0とする．B = (b1 · · · bn), C = (c1 · · · cn)と列ベクトルを用いて分割表示す
る．B = PC より，命題 2.70 (1) (p.59)から (b1 · · · bn) = (Pc1 · · · Pcn)となるので，

b1 = Pc1, b2 = Pc2, · · · , bn = Pcn (1.1)

がわかる．さらにこのとき，

c1 = P−1b1, c2 = P−1b2, · · · , cn = P−1bn (1.2)

でもある．B,C のピボットを含む列の番号をそれぞれ p1 < · · · < pr および q1 < · · · < qs と

おくと，B,C は

B =



p1
⌣

p2
⌣

· · · pr
⌣

1) 0 · · · 0 1 ∗ · · · ∗ 0 ∗ · · · ∗ 0 ∗ · · · ∗
2) 0 · · · 0 0 0 · · · 0 1 ∗ · · · ∗ 0 ∗ · · · ∗
...

...
. . .

r) 0 · · · 0 0 0 · · · 0 0 0 · · · 0 1 ∗ · · · ∗
0 · · · 0 0 0 · · · 0 0 0 · · · 0 0 0 · · · 0
...

...

0 · · · 0 0 0 · · · 0 0 0 · · · 0 0 0 · · · 0



C =



q1
⌣

q2
⌣

· · · qs
⌣

1) 0 · · · 0 1 ∗ · · · ∗ 0 ∗ · · · ∗ 0 ∗ · · · ∗
2) 0 · · · 0 0 0 · · · 0 1 ∗ · · · ∗ 0 ∗ · · · ∗
...

...
. . .

s) 0 · · · 0 0 0 · · · 0 0 0 · · · 0 1 ∗ · · · ∗
0 · · · 0 0 0 · · · 0 0 0 · · · 0 0 0 · · · 0
...

...

0 · · · 0 0 0 · · · 0 0 0 · · · 0 0 0 · · · 0


の形である．

まず，c1 = · · · = cq1−1 = 0と (1.1)より，b1 = · · · = bq1−1 = 0を得る．ここで bp1 ̸= 0

より，q1 − 1 < p1 となる．よって，q1 ≤ p1 がわかる．また，b1 = · · · = bp1−1 = 0と (1.2)

より，c1 = · · · = cp1−1 = 0 を得る．cq1 ̸= 0 より p1 − 1 < q1 であり，p1 ≤ q1 がわか

る．よって，p1 = q1 となる．このとき，Pe1 = Pcq1 = bq1 = bp1 = e1 である．よって， 1 ≤ i ≤ mに対して，

ei =



0
...

0

i) 1

0
...

0


である．

P = PIm = P
(
e1 · · · em

)
=
(
Pe1 · · · Pem

)
=


1

0
... ∗
0

 がわかる．P−1e1 = e1



より，同様に P−1 =
(
P−1e1 · · · P−1em

)
=


1

0
... ∗
0

 がわかる．

次に，1 ≤ j ≤ q2 − 1 に対して，bj = Pcj =


1

0
... ∗
0



∗
0
...

0

 =


∗
0
...

0

 となる．bp2 =


0

1
...

0

 より q2 − 1 < p2 であり，q2 ≤ p2 がわかる．また，1 ≤ j ≤ p2 − 1 に対して，cj =

P−1bj =


1

0
... ∗
0



∗
0
...

0

 =


∗
0
...

0

 となる．cq2 =


0

1
...

0

 より p2 − 1 < q2 であり，p2 ≤ q2

がわかる．よって，p2 = q2 となる．このとき，Pe2 = Pcq2 = bq2 = bp2 = e2 である．

よって，P =
(
Pe1 Pe2 · · · Pem

)
=


1 0

0 1
...

... ∗
0 0

 がわかる．P−1e2 = e2 より，

P−1 =


1 0

0 1
...

... ∗
0 0

 もわかる．
この議論を繰り返すと，r ≥ sに注意して，順次

p3 = q3, Pe3 = e3, P =

(
I3 ∗
O ∗

)
, P−1e3 = e3, P−1 =

(
I3 ∗
O ∗

)
,

· · · ,

ps = qs, Pes = es, P =

(
Is ∗
O ∗

)
, P−1es = es, P−1 =

(
Is ∗
O ∗

)
がわかる．



C = (cij)とすると，rankC = sより cj =



c1j
...

csj

0
...

0


なので

Pcj =

(
Is ∗
O ∗

)


c1j
...

csj

0
...

0


=



c1j
...

csj

0
...

0


= cj (1 ≤ j ≤ n)

となる．よって (1.1)から bj = cj (1 ≤ j ≤ n) となり，B = C が成り立つ．

次に，定理 3.49 (p.89)を一般化した形で述べる．

定理 16. n次正方行列 Aに対し，以下の 4条件は同値である．

(1) Aは正則である．

(2) rankA ≥ nが成り立つ．

(3) rankA = nが成り立つ．

(4) Aは何回かの行基本変形により，単位行列 In に変形される． (4)は，「Aの階段行

列は単位行列 In で

ある」とも言い換え

られる．

(証明). (1) =⇒ (2) =⇒ (3) =⇒ (4) =⇒ (1) の順に示せばよい．

まず (1) =⇒ (2)を示す．Aは正則とする．rankA < nと仮定する．A が何回かの行基本変

形により階段行列 B に変形されたとすると，rankB = rankA < nより，B の第 n行の成分

は全て 0である．このとき，命題 3.42 (p.87) により Aは正則でないことになる．これは矛盾

である．よって，rankA ≥ nが成り立つ．

次に (2) =⇒ (3)を示す．命題 3.24 (p.76)より，rankA ≤ nである．よって，rankA ≥ n

ならば rankA = nである．

次に (3) =⇒ (4)を示す．rankA = nとする．Aが何回かの行基本変形により階段行列Bに

変形されたとすると，rankB = rankA = nである．Bの行および列の数は共に n，ピボット

の数も nより，Bの各行，各列はピボットを含む．これは Bの対角成分がすべてピボットで

あることを意味する．よって B = In である．

最後に (4) =⇒ (1)を示す．Aが何回かの行基本変形により Inに変形されたとすると，命題

14 (1)により，ある正則行列 P に対して PA = In となる．この式の両辺に左から P−1 を掛

けると，A = P−1 となる．P−1 は正則より，Aも正則である．

次の定理で述べるように，任意の正則行列は，いくつかの基本行列の積として表される．

定理 17. Aを n次正則行列とすると，(整数 s ≥ 1と) n次の基本行列 P1, · · · , Ps が存在し

て，A = Ps · · ·P1 となる．



(証明). Aを n次正則行列とすると，定理 16 により Aは何回かの行基本変形により In に変

形される．定理 4 (1)より，ある基本行列Q1, . . . , Qsが存在してQ1 · · ·QsA = Inとなる．こ

の式の両辺に左から Q−1
s · · ·Q−1

1 を掛ければ，A = Q−1
s · · ·Q−1

1 となる．i = 1, · · · , sに対し
て Pi = Q−1

i とおけば，定理 9 より Pi も基本行列であることがわかる．さらに，このとき

A = Ps · · ·P1 となる．

次の命題で述べるように，命題 14の逆も成り立つ．

命題 18. (1) Aを行列，P を正則行列とし，積 PAが定義可能 (すなわち P の列の数と Aの

行の数が等しい)とすると，Aは何回かの行基本変形により PAに変形することができる．

(2) Aを行列，P を正則行列とし，積 AP が定義可能 (すなわち Aの列の数と P の行の数が

等しい)とすると，Aは何回かの列基本変形により AP に変形することができる．

(3) Aを行列，P と Qを正則行列とし，積 PAQが定義可能 (すなわち P の列の数と Aの行

の数が等しく，Aの列の数とQの行の数も等しい) とすると，Aは何回かの行および列基

本変形により PAQに変形することができる．

(証明). (1) 定理 17により，基本行列 P1, · · · , Psを用いて P = Ps · · ·P1と表される．このと

き PA = Ps · · ·P1Aとなり，定理 4 (1)により Aは s回の行基本変形を用いて PAに変形さ

れることがわかる．

(2)，(3)は (1)と同様である．各自試みよ．

命題 14と 18により，行列 Aに行 [列]基本変形を何回か施すことは，Aに左 [右]からある

正則行列を掛けることと同等であるといえる．次の系で述べるように，行列に左から正則行列

を掛けても階数は変わらない．

系 19. Aをm× n行列，P をm次正則行列とすると，rank (PA) = rankA が成り立つ．

(証明). 命題 18 (1)により，Aは何回かの行基本変形により PAに変形される．階数は行基本

変形で変わらない (命題 3.25 (p.76)) ので，rankA = rank (PA)が成り立つ．

• 命題 2.67 の証明

ここで，命題 2.67 (p.58)の証明を与える．

(命題 2.67の証明).

(1) n 次正方行列 A に対し，AX = In となる n 次正方行列 X があるとする．このとき，A

は正則であり，さらに X = A−1 であることを示す．

定理 3.19 (p.75) により，Aは行基本変形を用いて階段行列 B に変形される．このと

き，rankA = rankB である．命題 14 (1)より，正則行列 P が存在して B = PAとな

る．PA = B =


b1
...

bn

 と行ベクトルを用いて分割表示する．rankA < n と仮定する



と，rankB = rankA < nであり，B は階段行列だから bn = 0となる．AX = In より

PAX = P なので，BX = P である．よって，命題 2.70 (2) (p.59)により，P = BX =
b1
...

0

X =


b1X
...

0X

 =


b1X
...

0

 である．ところが，補題 2.72 (p.60) から P は正則で

ないことになる．これは矛盾である．よって rankA ≥ nであり，定理 16 により Aは正

則である．すなわち逆行列 A−1 が存在する．AX = In の両辺に左から A−1 を掛ければ，

X = A−1 が成り立つ．

(2) n 次正方行列 A に対し，XA = In となる n 次正方行列 X があるとする．このとき，A

は正則であり，さらに X = A−1 であることを示す．

等式 XA = In の両辺の転置行列をとると，tA tX = In を得る．すでに (1) で示したこ Web「行列の転置」

の命題 2 (2)，(3)よ

り，次が成り立つ．
t(XA) = tA tX,

t(tX tA) = t(tA)t(tX)

= AX.

とから，tA は正則で，その逆行列は (tA)−1 = tX である．よって，tX tA = In も成り立

つ．この両辺の転置をとって，AX = In を得る．AX = XA = In より，A は正則であ

り，X は Aの逆行列である．ゆえにX = A−1 が成り立つ．

• 行および列基本変形による階数の理解

定理 20. Aを任意の行列とし，r = rankAとおく．

(1) Aは，行および列基本変形を何回か施して(
Ir O

O O

)
に変形することができる．

(
Ir O
O O

)
と書いたら，

( Ir O )や
(
Ir
O

)
や Ir

の場合も含むことに

する．r = 0のとき

(すなわち A = Oの

とき)は，
(
Ir O
O O

)
=

O と考えることにす

る．

(2) Aが行および列基本変形を何回か施すことにより(
Is O

O O

)
に変形されたとする．このとき，s = rが成り立つ．

(証明). (1) A = Oならば，r = 0である．このときの定理の主張は，「Oは，行および列基本

変形を何回か施してOに変形することができる」ということである．これは確かに成り立つ．

以下，A ̸= Oとする．補題 15より，r > 0である．定理 3.19 (p.75)により，Aは階段行列

B =



p1
⌣

p2
⌣

· · · pr
⌣

1) 0 · · · 0 1 ∗ · · · ∗ 0 ∗ · · · ∗ 0 ∗ · · · ∗
2) 0 · · · 0 0 0 · · · 0 1 ∗ · · · ∗ 0 ∗ · · · ∗
...

...
. . .

r) 0 · · · 0 0 0 · · · 0 0 0 · · · 0 1 ∗ · · · ∗
0 · · · 0 0 0 · · · 0 0 0 · · · 0 0 0 · · · 0
...

...

0 · · · 0 0 0 · · · 0 0 0 · · · 0 0 0 · · · 0





に変形される．この B について，まず (1, p1)成分を要として第 p1行を掃き出し，次に (2, p2)

成分を要として第 p2 行を掃き出し，これを繰り返し，最後に (r, pr)成分を要として第 pr 行

を掃き出す．すると B は

B′ =



p1
⌣

p2
⌣

· · · pr
⌣

1) 0 · · · 0 1 0 · · · 0 0 0 · · · 0 0 0 · · · 0

2) 0 · · · 0 0 0 · · · 0 1 0 · · · 0 0 0 · · · 0
...

...
. . .

r) 0 · · · 0 0 0 · · · 0 0 0 · · · 0 1 0 · · · 0

0 · · · 0 0 0 · · · 0 0 0 · · · 0 0 0 · · · 0
...

...

0 · · · 0 0 0 · · · 0 0 0 · · · 0 0 0 · · · 0


に変形される．さらに，p1 ̸= 1なら第 1列と第 p1 列の入れ替え，p2 ̸= 2なら第 2列と第 p2

列の入れ替え，· · ·，pr ̸= rなら第 r列と第 pr 列の入れ替えを順次行うと，B′ は
(
Ir O
O O

)
に

変形される．

(2) 行および列基本変形の繰り返しで，A が
(
Is O
O O

)
に変形されたとする．さらに，行およ

び列基本変形の繰り返しで，A が
(
Is′ O
O O

)
にも変形されたとする．このとき，s = s′であるこ

とを示す．

s ≥ s′ と仮定してよい．命題 14 (3)により正則行列 P,Q, P ′, Q′ が存在して，

PAQ =

(
Is O

O O

)
(1.3)

および

P ′AQ′ =

(
Is′ O

O O

)
(1.4)

となる．

s′ = 0なら，(1.4)は P ′AQ′ = Oということである．このとき，A = (P ′)−1O(Q′)−1 = O

となる．(1.3)より (
Is O

O O

)
= PAQ = POQ = O

であるが，これは s = 0ということである．ゆえに s = s′ = 0が成り立つ．

以下，s′ ̸= 0とする．(1.3)より A = P−1
(
Is O
O O

)
Q−1 であり，これを (1.4) に代入して

P ′P−1

(
Is O

O O

)
Q−1Q′ =

(
Is′ O

O O

)

となる．ゆえに

P ′P−1

(
Is O

O O

)
=

(
Is′ O

O O

)
(Q′)−1Q (1.5)



を得る．ここで (1.5) の左辺において，P ′P−1 は正則なので，系 19により

rank

(
P ′P−1

(
Is O

O O

))
= rank

(
Is O

O O

)
= s

である．一方，(1.5) の右辺において，
(
Is′ O
O O

)
の第 (s′ +1)行から最後の行までの各行の成分

はすべて 0なので，行列の積の定義から
(
Is′ O
O O

)
(Q′)−1Q の (s′ + 1)行以降の成分もすべて 0

であることがわかる．よって(
Is′ O

O O

)
(Q′)−1Q =

(
s′ 行 { C

O

)

と表される．C の階段行列を B とすると，(CO ) の階段行列は (BO ) なので，

rank

((
Is′ O

O O

)
(Q′)−1Q

)
= rank

(
C

O

)
= rank

(
B

O

)
= rankB

である．B の行の数は s′ なので，命題 3.24 (p.76)により rankB ≤ s′ となる．したがって

rank

((
Is′ O

O O

)
(Q′)−1Q

)
≤ s′

が成り立つ．(1.5)から

rank

(
P ′P−1

(
Is O

O O

))
= rank

((
Is′ O

O O

)
(Q′)−1Q

)

なので，s ≤ s′ となる．s ≥ s′ と仮定していたので，s = s′ が示された．

行および列基本変形の繰り返しで A が
(
Is O
O O

)
に変形されたとする．(1)によりAは

(
Ir O
O O

)
にも変形されるので，上で示したことにより s = rが成り立つ．

注意 21. 行および列基本変形の繰り返しにより A が
(
Ir O
O O

)
に変形されることをもって，

rankAを r と定義する流儀もある．

系 22. Aを任意の行列とし，r = rankAとおく．

(1) ある正則行列 P,Qが存在して，

PAQ =

(
Ir O

O O

)

となる．

(2) 正則行列 P,Qに対して，

PAQ =

(
Is O

O O

)
となったとする．このとき，s = rが成り立つ．

(証明). (1) 命題 14 (3)および定理 20 (1) より従う．

(2) 命題 18 (3)および定理 20 (2) より従う．



次の命題で述べるように，行列とその転置行列の階数は等しい．

定理 23. 任意の行列 Aに対して，rank (tA) = rankA が成り立つ．

(証明). r = rankAとおく．系 22 (1) より，ある正則行列 P,Qが存在して

PAQ =

(
Ir O

O O

)
(1.6)

となる．(1.6)の転置をとると， Web「行列の転置」

の命題 2 (3) より，

次が成り立つ．
t(PAQ) = t(AQ) tP

= tQ tA tP.

tQtAtP =

(
Ir O

O O

)
となる．Web「行列の転置」の命題 2 (4)により，tQと tP は正則である．よって系 22 (2)か

ら r = rank (tA)を得る．ゆえに rank (tA) = rankA が成り立つ．

次の定理で述べるように，行列に左右から正則行列を掛けても階数は変わらない．

定理 24. Aをm× n行列，P をm次正則行列，Qを n次正則行列とすると，rank (PAQ) =

rankA が成り立つ．

(証明). 系 19 より rank (PAQ) = rank (AQ) である．さらに，定理 23 より rank (AQ) =

rank (tQtA) である．Web「行列の転置」の命題 2 (4) より tQ は正則なので，再び系 19 に

より rank (tQtA) = rank (tA) を得る．定理 23 により rank (tA) = rankA である．ゆえに

rank (PAQ) = rankA が成り立つ．

• 問の略解

問 7 (p.4) AP3(1; 2) =
( 2a1 a2 a3

2b1 b2 b3
2c1 c2 c3

)
, AP3(2, 3) =

( a1 a3 a2

b1 b3 b2
c1 c3 c2

)
, AP3(1, 3;−5) =

( a1 a2 a3−5a1

b1 b2 b3−5b1
c1 c2 c3−5c1

)
問 8 (p.4) P2(2;−7)A =

( x y
−7z −7w

)
, P2(2, 1)A = ( z w

x y ), P2(2, 1; 6)A =
( x y
z+6x w+6y

)
, AP2(2;−7) =(

x −7y
z −7w

)
, AP2(2, 1) = ( y x

w z ), AP2(2, 1; 6) =
(
x+6y y
z+6w w

)


