
行列式の展開（任意次数の場合）

4章 4.4節で述べた行列式の展開公式を，任意次数の場合に証明する．

補題 1. A = (aij)を n次正方行列，ãij を Aの (i, j)余因子とする．このとき

|A| = an1ãn1 + an2ãn2 + · · ·+ annãnn

が成り立つ．

(証明). 定理 4.33，列に関する行列式の性質，および補題 4.57により∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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となる．ここで (−1)n−i = (−1)n+i に注意して結論を得る．

定理 2 (第 i行に関する余因子展開). A = (aij)を n次正方行列，ãij を Aの (i, j)余因子と 定理 4.59と同じ

する．このとき任意の iについて

|A| = ai1ãi1 + ai2ãi2 + · · ·+ ainãin (1.1)

が成り立つ．

(証明). 定理 4.37を (n− i)回適用し，

|A| = (−1)n−i
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であり，ここで補題 1を用いると

|A| = (−1)n−i{(−1)n+1ai1|Ai1|+ (−1)n+2ai2|Ai2|

+ · · ·+ (−1)n+jaij |Aij |+ · · ·+ (−1)n+nain|Ain|}

となる．ここで (−1)n−i(−1)n+j = (−1)i+j から結論を得る．

列に関する展開も，同様の手順で証明することができる．各自試みよ．

最後に補題 4.66を任意次数の場合に証明する．

補題 3. A = (aij)を n次正方行列，ãij を Aの (i, j)余因子とする．このとき任意の i, jに対

して

ai1ãj1 + ai2ãj2 + · · ·+ ainãjn =

|A| i = j のとき

0 i ̸= j のとき
(1.2)
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が成り立つ．同様に任意の k, lに対して

a1kã1l + a2kã2l + · · ·+ ankãnl =

|A| k = lのとき

0 k ̸= lのとき
(1.3)

が成り立つ．

(証明). 定理 2より (1.2)の i = j の場合は既に証明されている．i ̸= j の場合は，第 j 行に関

する展開の公式と系 4.39により

ai1ãj1 + ai2ãj2 + · · ·+ ainajn =

i)

j)
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となり示された．列に関する展開の公式を用いることにより，(1.3) についても同様に証明で

きる．
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