
対称行列の直交行列による対角化

この節では，対称行列が直交行列により対角化可能であることを学ぶ．

定義 1 (対称行列). n次正方行列 Aが tA = Aを満たすとき，Aを対称行列という．また A

のすべての成分が実数であるような対称行列を，特に実対称行列とよぶ． この節では，実数だ

けでなく複素数も扱

うため，すべての成

分が実数である場合

には，実対称行列と

いう用語を用いる．

対称行列の固有ベクトルは次の性質をもつ．

定理 2. λ1，λ2を対称行列 Aの相異なる固有値とし，uiを λiに関する固有ベクトルとする．

このとき u1 · u2 = 0である．

(証明).

λ1(u1 · u2) = (λ1u1) · u2 =t(λ1u1)u2 =t(Au1)u2 =tu1(
tA)u2

=tu1Au2 =tu1(λ2u2) = u1 · (λ2u2) = λ2(u1 · u2)

より，(λ1 − λ2)(u1 · u2) = 0．ここで，λ1 ̸= λ2 であるから u1 · u2 = 0 が成り立つ．

6.1節の例 6.9 (p.152) のように，n次正方行列Aのすべての成分が実数であっても，Aの固

有値は実数であるとは限らない．一般に n次正方行列Aの固有方程式は，複素数の範囲では必

ず解をもつ．また λをAの固有方程式の複素数解とするとき，連立 1次方程式 (λI−A)x = 0

は非自明な複素数解をもつ．つまり，零ベクトルでない n項複素数ベクトル uで，Au = λu

を満たすものが存在する．従って，n次正方行列 Aは複素数の範囲では必ず固有値と固有ベ

クトルをもつ．

次の定理により，Aが実対称行列の場合には，その固有値は必ず実数となり，実数ベクトル

の範囲で固有ベクトルが存在することがわかる．

定理 3. Aが実対称行列ならば，Aの固有値はすべて実数である．

(証明). λ を A の固有値とし，u =


u1

...

un

 をその固有ベクトルとする．u の複素共役を λは複素数で，uは

複素数ベクトルと考

えているが，実際に

は λが実数の範囲に

含まれていることを

示す．

ū =


ū1

...

ūn

 とするとき，Au = λuの両辺の複素共役をとると，Aの各成分が実数であるか

x，y を実数とする

とき，複素数 u =

x+ yiの複素共役と

は ū = x−yiのこと

である．

ら Aū = λ̄ūが成り立つ．このとき

λ(u · ū) = (λu) · ū =t(λu)ū =t(Au)ū =tu(tA)ū

=tuAū =tu(λ̄ū) = u · (λ̄ū) = λ̄(u · ū)

より，(λ − λ̄)(u · ū) = 0 となる．u ̸= 0より，u · ū = |u1|2 + · · · + |un|2 ̸= 0 であるから，
複素数 u に対し，

uū = |u|2 ≥ 0であ

り，等号成立は u =

0のときに限ること

に注意する．

λ = λ̄が成り立つので，λは実数である．

注意 4. 定理 3より，実対称行列 Aの固有値 λは実数であり，固有ベクトルは実数係数の同

次連立 1次方程式の非自明な解となる．従って固有値 λに関する固有ベクトルとして実数ベ

クトルがとれる．



定理 5. 実対称行列 Aは対角化可能である．

(証明). Aを n次実対称行列とする．nに関する数学的帰納法で証明する．n = 1のとき，A n次実対称行列とは，

n次正方行列で実対

称行列であるものの

ことである．

は対角行列なので，定理の主張は正しい．n ≥ 2とし，任意の (n− 1)次実対称行列が対角化

可能であると仮定する．u1 ∈ Rn を Aの固有値 λ1 に関する固有ベクトルで |u1| = 1を満た

すものとする．Rn の部分集合を

W = {u ∈ Rn | u · u1 = 0}

とすると，W は Rnの (n− 1)次元部分空間となる．（Web「正規直交基底」の公式 (1.2)を W は Span{u1} の
直交補空間である．参照．）u2, . . . ,un をW の正規直交基底とするとき，2 ≤ i ≤ n について，

(Aui) · u1 =t(Aui)u1 =tui(
tA)u1 =tuiAu1 =tui(λ1u1) = λ1ui · u1 = 0

より，Aui ∈ W である．従って，Aui は u2, . . . ,un の 1次結合

Aui = b2,iu2 + · · ·+ bn,iun =
(

u2 · · · un

)
b2,i
...

bn,i


と表される．このとき，

A
(

u2 · · · un

)
=
(

u2 · · · un

) b2,2 b2,n

· · ·
bn,2 bn,n



であるから，R =
(

u2 · · · un

)
，B =

 b2,2 b2,n

· · ·
bn,2 bn,n

 とおけば，AR = RB が成

り立つ．また，u2, . . . ,unがW の正規直交基底であることから，tRR = In−1となる．従って，

tB = tB tRR = tR tAR = tRAR = tRRB = B

より，Bは (n− 1)次実対称行列である．帰納法の仮定より，(n− 1)次正則行列QでQ−1BQ AR = RB である

から，tR tA =tB tR

となることに注意す

る．

が対角行列になるものが存在する．ここで，

P =
(

u1 RQ
)

とおくと，tRu1 = 0 より， この0は (n−1)項の

零ベクトルを表す．(
tu1

Q−1 tR

)
P =

(
tu1u1

tu1RQ

Q−1 tRu1 Q−1 tRRQ

)
=

(
1 t0

0 In−1

)
= In

であるから， tRu1 = 0であるか

ら，tu1R =t 0とな

る．
P−1 =

(
tu1

Q−1 tR

)



である．このとき，

P−1AP =

(
tu1

Q−1 tR

)
A
(

u1 RQ
)

=

(
1 t0

0 Q−1

)(
tu1

tR

)
A
(

u1 R
)( 1 t0

0 Q

)

=

(
1 t0

0 Q−1

)(
tu1

tR

)(
Au1 AR

)( 1 t0

0 Q

)

=

(
1 t0

0 Q−1

)(
tu1

tR

)(
λ1u1 RB

)( 1 t0

0 Q

)

=

(
1 t0

0 Q−1

)(
λ1

t0

0 B

)(
1 t0

0 Q

)

=

(
λ1

t0

0 Q−1BQ

)

は対角行列になるので，Aは対角化可能である．

定理 6. 実対称行列は直交行列により，対角化可能である．つまり，実対称行列Aに対し，直

交行列 P で P−1AP が対角行列になるものが存在する．

(証明). n次実対称行列 Aの固有値全体の集合を {λ1, . . . , λm} とし，固有空間W (λi, A)の

次元を di とするとき，定理 5より Aは対角化可能なので，6.4節の定理 6.42 (p.164)より，

d1 + · · · + dm = nが成り立つ．ui,1, . . . ,ui,di をW (λi, A)の正規直交基底とすれば，定理 2

より，

u1,1, . . . ,u1,d1 , . . . . . . ,um,1, . . . ,um,dm

は Rn の正規直交基底になる．従って， Web「正規直交基

底」の問 11 を参照．
P =

(
u1,1 · · · u1,d1 · · · · · · um,1 · · · um,dm

)
は直交行列となり，6.3節の定理 6.31 (p.160)より，P−1AP は対角行列になる．

例題 7. A =

(
2 1

1 2

)
を直交行列により対角化せよ．

(解答). Aの固有値は 1と 3であり，固有値 1の固有ベクトルとして u1 =

(
1

−1

)
，固有

値 3の固有ベクトルとして u2 =

(
1

1

)
がとれる．よって，

u1

|u1|
=

(
1√
2

− 1√
2

)
は固有空間

W (1, A)の正規直交基底であり，
u2

|u2|
=

(
1√
2
1√
2

)
は固有空間W (2, A)の正規直交基底であ

る．従って，P =

(
1√
2

1√
2

− 1√
2

1√
2

)
とおけば，P は直交行列であり，P−1AP =

(
1 0

0 3

)
が

成り立つ．



注意 8. 一般に n次実対称行列 Aが n個の相異なる固有値 λ1, . . . , λn をもつ場合には，固有

値 λj の固有ベクトル uj として，長さ |uj | = 1であるものをとり，P =
(

u1 · · · un

)
と

おけば，定理 2より P は直交行列となり，Aは P により対角化することができる．固有多項

式が重解をもつ場合には，次の例題のようにシュミットの直交化法（Web「正規直交基底」の

命題 5）を用いればよい．

例題 9. A =

 0 1 2

1 0 2

2 2 3

 を直交行列により対角化せよ．
(解答). Aの固有多項式は，FA(t) = (t + 1)2(t − 5)であるから，Aの固有値は −1と 5であ

る．固有値 −1に関する固有空間は，a1 =

 −1

1

0

，a2 =

 −2

0

1

 とおくとW (−1, A) =

Span{a1,a2} である．ここで，シュミットの直交化法により，

b1 =
a1

|a1|
=


− 1√

2
1√
2

0



b′2 = a2 − (a2 · b1)b1 =

 −1

−1

1

 , b2 =
b′2
|b′2|

=


− 1√

3

− 1√
3

1√
3



とおくと，b1, b2 は W (−1, A) の正規直交基底になる．また固有値 5 に関する固有空間は 1

1

2

 で生成されるので，長さ 1 の固有ベクトルとして


1√
6
1√
6
2√
6

 がとれる．以上より，

P =


− 1√

2
− 1√

3
1√
6

1√
2

− 1√
3

1√
6

0 1√
3

2√
6

 とおけば，P は直交行列であり，P−1AP =

 −1 0 0

0 −1 0

0 0 5


が成り立つ．

問 10. 次の対称行列 Aを直交行列により対角化せよ．

(1) A =

(
0 2

2 3

)
(2) A =

 1 1 1

1 1 −1

1 −1 1



(3) A =

 2 1 0

1 1 1

0 1 2





• 問の略解

問 10 (p.4) (1) P =

(
− 2√

5
1√
5

1√
5

2√
5

)
とすると，P は直交行列で，P−1AP =

(−1 0
0 4

)
．

(2) P =

(− 1√
3

1√
2

1√
6

1√
3

1√
2

− 1√
6

1√
3

0 2√
6

)
とすると，P は直交行列で，P−1AP =

(−1 0 0
0 2 0
0 0 2

)
．

(3) P =

( 1√
6

− 1√
2

1√
3

− 2√
6

0 1√
3

1√
6

1√
2

1√
3

)
とすると，P は直交行列で，P−1AP =

(
0 0 0
0 2 0
0 0 3

)
．


